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V�po�etn� technika ve v�uce

matematiky na gymn�ziu I

JOSEF KUBE� � PETR ZROSTL�K

Gymn�zium� Plze�� Mikul��sk� n�m�st�

V�po�etn� technika pronik� do �ady lidsk�ch �innost� a dost�v� se tak�
do oblasti vzd�l�n�� Matematika je jedn�m z p�edm�t�	 ve kter�m lze
vhodn� programy 
�eln� vyu��t� Konkr�tn� jsme si vybrali t�ma �pravy
algebraick�ch v�raz� a �e�en� rovnic a nerovnic� Na n�kolika 
loh�ch na�
zna��me mo�n� postup s vyu�it�m v�po�etn� techniky� Na
�m c�lem nen�
za�adit po��ta� do v�uky za ka�dou cenu	 ale chceme vybrat takov� situace	
kdy m� podle n�s pou�it� po��ta�e smysl�
Uveden� dv� t�mata jsou velmi d�le�it� a i d�le se na n� navazuje�

Slou�� k pos�len� numerick� zru�nosti a techniky v�po�t�� U�it� programu	
kter� prov�d� symbolick� v�po�ty	 sice pr�v� tyto n�vyky omezuje	 ale
p�esto je vhodn� uk�zat na z�v�r kapitoly n�kter� z program�	 kter� um�
zjednodu
it v�raz	 vyj�d�it nezn�mou ze vzorce a vy�e
it rovnici �i ne�
rovnici� Vybereme 
lohu	 kterou ��ci �e
ili klasick�m v�po�tem� P��klady	
kter� budou d�le uvedeny	 jsou �e
eny v programu DERIVE��	 verze ��

P��klad �

Ze vzorce I �
mE

R� m

n
r
vyj�d�ete r	 R	 m�

�� Zku�ebn� verzi programu lze z�skat na www�jcu�pf�cz�p	mat� kter� u
ivateli umo
	

�uje ��	ti denn� plnohodnotn
 provoz� Na stejn� adrese lze z�skat informace o plnohod	
notn� verzi a podrobn� manu�ly�

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ���



�e�en�� V�raz zap�
eme na pracovn� plochu programu DERIVE� Z�pis
provedeme jednodu
e do ��dky zad�n� v doln� ��sti obrazovky a potvrd�me
tla��tkem X � V
e dokumentuje obr� ����

�����
�����

Obr� �

Vyj�d�en� hledan� prom�nn� provedeme jako �e
en� rovnice	 ve kter�
je hledan� prom�nn� nezn�m� a ostatn� veli�iny ch�peme jako konstanty�
Pou�ijeme n�stroj ��e
en� rovnic�� Cel� postup n�zorn� vysv�tluje obr� ��
Jako negativn� vid�me fakt	 �e �e
en� 
lohy se p�etransformuje na doved�

nost ovl�dat program� Proto za�ad�me 
lohu	 ve kter� v�sledek vy�aduje
dal
� rozbor	 nebo� je ve tvaru	 kter� ��k neo�ek�v�� Na takov� 
loze je
t�eba demonstrovat d�le�itost znalost� 
prav klasick�m zp�sobem� Jinak
�e�eno	 ��k by m�l m�t ur�itou p�edstavu o v�sledku a tuto p�edstavu
porovnat s t�m	 co vid� na obrazovce� Takov� p��stup je velmi d�le�it�
pro budouc� povol�n�	 ve kter�m ��k bude s nejv�t
� pravd�podobnost�
v�po�etn� techniku pou��vat�

P��klad �

Upravte v�raz
�xr

��
�
��x�

��x�

�� �

�e�en�� Zadan� 
loha je pom�rn� n�ro�n� a jej� v�sledek pro x �� � je
x�� � x��

jxj � Pochopiteln� po stanoven� podm�nek lze odstranit absolutn�

hodnotu� Program DERIVE uprav� v�raz na tvar �x����SIGN�x�	 co� je
stejn� v�sledek	 ov
em pro ��ky je nezvykl�� Bu� neznaj� funkci signum
a v�sledku nerozum�	 nebo je takov� z�pis p�ekvap�� V tomto okam�iku
by m�la nastoupit jejich zku
enost z p�edchoz�ch v�po�t� a v�sledek by si

�� Program DERIVE je nutn� nastavit tak� aby rozli�oval mal� a velk� p�smena� Lze
tak� m�sto R zvolit jin� p�smeno�
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Obr� �

m�li spr�vn� p�etransformovat� P�i pou�it� programu je nutn� op�t neza�
pomenout na podm�nky	 kter� se pochopiteln� ur�uj� h��e�

Pomoc� p��kazu solve lze �e
it v
echny mo�n� typy rovnic	 proto s n�m
��ky sezn�m�me a� po zvl�dnut� �e
en� klasick�m zp�sobem� Velmi vhodn�
je p�edv�st tak� gra�ck� �e
en�� Dob�e se po��ta� d� pou��t p�i �e
en� kva�
dratick�ch nerovnic	 kter� nemaj� ��dn� �e
en�	 nebo kter� maj� jako �e�

en� celou mno�inu re�ln�ch ��sel� Gra�ck� �e
en� p�edvedeme na z�kladn�

loze	 kterou ��ci um� �e
it v�po�tem� M��eme tak trochu zp��jemnit mo�
not�nn� v�po�ty�
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P��klad �

 e
te nerovnice! a� x� � �x� � � �	 b� x� � x� � � ��

�e�en�� V p��pad� a� klasick� v�po�et m��eme podpo�it gra�cky a t�m
ov��it spr�vnost �obr� ���

���
���
���

Obr� �

P��pad b� b�v� pro ��ky m�n� sch�dn�� Gra�cky v
ak pohodln� objas�
n�me	 za jak�ch podm�nek nem� kvadratick� nerovnice �e
en�	 nebo kdy je
�e
en�m mno�ina v
ech re�ln�ch ��sel jako v na
em p��pad� �obr� "��

P��klad �

Rozhodn�te o po�tu �e
en� rovnice jx � �j � j�� xj � b v z�vislosti na
re�ln�m parametru b�

�e�en�! Sou��st� �e
en� bez pou�it� v�po�etn� techniky je tak� konstrukce
grafu funkce y � jx� �j � j�� xj� Ta sice nen� n�ro�n�	 ale ur�itou dobu
vy�aduje� Pot� se m��eme soust�edit na j�dro probl�mu a za��t pracovat
s funkc� y � b	 kde b postupn� proch�z� mno�inou v
ech re�ln�ch ��sel�
P�soben�m na p�edstavivost student� a na
�m citem dosp�jeme k z�v�ru	
�e pro b � f��# �g m� rovnice nekone�n� mnoho �e
en�	 pro b � ���� ��
�e
en� jedin� a v ostatn�ch p��padech ��dn� �e
en�� Pou�it� programu DE�
RIVE n�m dovol� se v�ce soust�edit na vlastn� j�dro 
lohy	 tedy prov�st
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Obr� �

diskusi po�tu �e
en� rovnice vzhledem k parametru b� Nech�me vykres�
lit graf funkce s absolutn� hodnotou a d�le vyu�ijeme mo�nost zakreslen�
grafu s parametrem b	 kter� se m�n� nap��klad od �� do � �obr� $�� Posuv�
n�kem postupn� nastavujeme p��slu
nou hodnotu parametru a do obr�zku
se vykresl� v�dy p��mka rovnob��n� s osou x	 kter� je grafem funkce y � b

pro zvolenou hodnotu parametru� Pot� m��eme diskutovat po�et �e
en� za�
dan� rovnice pro ka�dou vybranou hodnotu� Tak lze modelovat jak�koliv
p��pad a student�m	 kte�� nemaj� p�edstavu	 usnadn�me pochopen��
D�le se zam���me na n�ro�n�j
� 
lohu	 ve kter� ��ci �asto chybuj��

P��klad �

V oboru re�ln�ch ��sel �e
te nerovnici x� � � p
�x� � �x� ��

V�t
ina ��k� bez v�t
�ho p�em�
len� nerovnici umocn� a po 
prav� se
z�sk� nerovnice x� � $x � �	 jej�� �e
en�m je sjednocen� interval�
�����$�� ������� T�m pova�uj� 
lohu za vy�e
enou� K vyvr�cen� chyb�
n�ho �e
en� pou�ijeme op�t program DERIVE� Nech�me sestrojit grafy
funkc� y � x � �	 y � p

�x� � �x� � a zobraz�me do t�ho� obr�zku �e�

en� nerovnice �obr� ��� Provedeme rozbor grafu� V prv� �ad� je nutn�
ur�it de�ni�n� obor nerovnice	 tedy mus� platit	 �e �x� � �x � � � ��
Proto hled�me �e
en� zadan� nerovnice pro x n�le�ej�c� sjednocen� inter�
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Obr� �
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Obr� �

val� ������i�h��� $����� M��eme tak� uk�zat �e
en� zadan� nerovnice
a nerovnice x� � $x � ��
Pou�ijeme n�stroj pro �e
en� rovnic a nerovnic �n�stroj solve� a nech�me

vy�e
it ob� nerovnice a z�sk�me stejn� nesoulad jako z graf� �obr� ���
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Obr� �

Nyn� je prav� okam�ik k zopakov�n� pojmu ekvivalentn� 
pravy ne�
rovnice� Tedy po stanoven� de�ni�n�ho oboru mus�me je
t� zajistit p�ed
umocn�n�m nez�pornost v�razu x � �	 tedy x � �� Za t�chto podm�nek
m��eme umocnit a �e
�me nerovnici x� � $x � �� V�sledkem je interval
h������
Pro x � � je lev� strana nerovnice v�dy z�porn� a prav� strana je pro

de�novan� hodnoty kladn�� Tedy pro x ze sjednocen� interval� ������i�
�h��� $# �� je zadan� nerovnice spln�na� V�sledn� �e
en� z�sk�me jako sjed�
nocen� obou p��pad�	 tedy sjednocen� interval� ������i � h��� $�����
 e
en� soustavy t�� rovnic o t�ech nezn�m�ch nezp�sobuje v�t
� pro�

bl�my� Pokud m� soustava pouze jedin� �e
en�	 v�po�et je mechanick�
a nevy�aduje n�ro�n� 
vahy� Situace za�ne b�t zaj�mav� v okam�iku	 kdy
soustava m� nekone�n� mnoho �e
en�� Mus�me rozebrat p��pady	 kdy se
v �e
en� objev� jeden parametr	 p��padn� dva parametry� V�t
ina ��k�
nem� o v�sledku ��dnou p�edstavu	 proto jsme jim pomohli gra�cky� Bez
v�t
�ch probl�m� se studenti nechali p�esv�d�it	 �e gra�ck�m zn�zorn��
n�m ka�d� z rovnic je v trojrozm�rn�m prostoru se zavedenou kart�zskou
soustavou sou�adnic rovina� V�sledek �e
en� t�� rovnic o t�ech nezn�m�ch
je vlastn� ur�en vz�jemnou polohou rovin� Je t�eba si uv�domit	 �e �e�

en� soustavy je za�azeno p�ed kapitolou Analytick� geometrie v prostoru�
Pr�v� kdy� �e
en� soustavy obsahuje jeden parametr	 tvo�� v
echny tro�
jice vyhovuj�c�ch re�ln�ch ��sel p��mku� Tento fakt m��eme op�t uk�zat
v�po�etn� technikou�
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P��klad �

V mno�in� R� �e
te soustavu rovnic!

�x� y � z � ��
�x� �y � �z � �

�$x� �y � ��z � ��"�
 e
�me ji v programu DERIVE�

SOLVE����x�y�z���� 	�x���y�	�z�
� ���x���y�

�y��
���

�x� y� z� �
x � �z

�
� �
 � y� � � z

�
� 	

�

V�sledek vypad� nezvykle	 proto jej nepatrn� uprav�me� Vyhovuj�
v
echny uspo��dan� trojice

��� � z

�
� � � �z

�
� z
�
	 z � R� Gra�ckou inter�

pretaci dokumentuje obr� ��

�����
�����
�����
�������	
�

Obr� �
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L i t e r a t u r a

��� Jane�ek� F�� Algebraick� v
razy� rovnice� nerovnice a jejich soustavy� Prometheus�
Praha �����

��� Charv�t� J� � Zhouf� J� � Bo�ek� L�� Matematika pro gymn�zia � Rovnice a nerov	

nice� Prometheus� Praha �����

Multimedi�ln� v�ukov� materi�l

na t�ma elekt�ina a magnetismus

JAROM�R KEKULE

Gymn�zium Jana Nerudy� Praha

Po��ta� p�ipojen� k internetu se stal u� i na v�t
in� �esk�ch 
kol v�ta�
n�m pomocn�kem ve v�ukov�m procesu� I kdy� se z d�vod� nedostate��
n�ho technick�ho vybaven� nepou��v� t�eba p��mo p�i v�uce	 u�itel� vyhle�
d�vaj� na webu aktuality p�isp�vaj�c� k obohacen� jejich hodin� Tak� ��ci
zde hledaj� podklady pro refer�ty	 zejm�na ti s hlub
�m z�jmem o p�ed�
m�t i odpov�di na ot�zky	 kter� je zaj�maj� a na n�� ve vyu�ovac�ch ho�
din�ch nezb�v� �as� Proto je pot�ebn� m�t na internetu str�nky	 kter�
poskytnou u�itel�m i ��k�m p��slu
n� materi�ly v dobr� kvalit� a nej�
l�pe i v ucelen� form�� Z tohoto d�vodu jsem vytvo�il v r�mci sv� dok�
torandsk� pr�ce ucelen� web v�novan� obs�hl�mu st�edo
kolsk�mu t��
matu % elekt�in� a magnetismu �se zvl�
tn�m d�razem na elektroniku�	
kter� bych zde r�d bl��e p�edstavil� Na internetu jej najdete na adrese!
http!&&lucy�troja�m'�cuni�cz&	tichy&elektross&index�html

Obsah a struktura webu

Web se skl�d� z t�m�� t�iceti kapitol	 z nich� dvacet obsahuje materi�ly
pokr�vaj�c� ve
ker� po�adovan� u�ivo gymnazi�ln�ho t�matu �Elekt�ina
a magnetismus� v�etn� doporu�en�ho roz
i�uj�c�ho u�iva a n�kter�ch dal�

�ch vybran�ch t�mat� Ve zb�vaj�c�ch kapitol�ch najdeme rejst��ky	 shrnut�
apod�
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Cel� web je zam��en prakticky� Kapitoly nejsou uspo��d�ny ve stylu
klasick� u�ebnice	 ale jsou p�ev��n� v�nov�ny n�jak� praktick� aplikaci fy�
ziky �nap�� televizor	 r�dio	 elektromotor	 princip blesku	 � � � � a p��slu
n�
u�ivo je pod�no jako l�tka pot�ebn� k pochopen� t�chto praktick�ch p���
stroj� a jev��
Str�nky jsou vytvo�eny jako technicky velmi jednoduch� pomoc� editoru

Microsoft FrontPage ����� Sna�il jsem se o p�ehlednost	 proto je prostor
obrazovky rozd�len na dv� okna� V lev�m jsou n�zvy kapitol	 v prav�m
se pak objevuje vlastn� text� V z�hlav� v�t
iny str�nek konkr�tn� kapitoly
je jej� obsah �obr� ��� K p�ehlednost p�isp�v� abecedn� rejst��k se v
emi
d�le�it�mi pojmy� Uva�uji t�� o fulltextov�m vyhled�v�n��

�����
�����
����������

Obr� �

Pro lep
� orientaci ve v�cevrstv�m textu jsou odkazy barevn� rozli
eny�
Bude�li se u�ivatel dr�et modr�ch odkaz�	 projde str�nky ve stejn�m po�
�ad� jako p�i v�uce� Zelen� odkazy vedou na dopl(uj�c� str�nky nebo na to	
co se u� prob�ralo nebo se bude prob�rat pozd�ji� Pod hn�d�mi odkazy na�
jdete fyzik�ln� tabulky a pod �alov�mi n�vody na pokusy	 kter� si m��ete
sami ud�lat� V
echny odkazy jsou dopln�ny znakem �� �	 kter� se chov�
jako b��n� hypertextov� odkaz a tud�� podle n�ho u�ivatel pozn�	 zda u�
danou str�nku nav
t�vil nebo ne�
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Jedna kapitola obsahuje jak�si �Z�pisy do se
itu� neboli v�tahy z pro�
bran� l�tky	 kter� mohou student�m slou�it m�sto jejich vlastn�ch pozn��
mek �obr� ���
Text je dopln�n �adou obr�zk�	 sch�mat a fotogra��� N�kter� t�mata

jsou vylo�ena dvoj�m zp�sobem	 nap�ed vysv�tlena slovn� a pak na obr�z�
c�ch� Douf�m	 �e tento p��stup pom��e student�m s r�zn�mi styly u�en��
Pro zaj�mavost	 dv� t�etiny dot�zan�ch student� se vyj�d�ily	 �e prefe�
ruj� �obr�zkov�� p��stup	 zb�vaj�c� t�etina pak l�pe ch�pe v�ci vysv�tlen�
slovn�� D�le�it� pokusy jsou zahrnuty ve form� videouk�zek� Web obsa�
huje i Java aplety	 kter� simuluj� pokusy a u kter�ch se daj� nastavovat
parametry�

�����
�����
�����
���	


Obr� �

Materi�l obsahuje mno�stv� vlastn�ch text� i odkazy na jin� texty za�
b�vaj�c� se dan�m t�matem	 odkazy na str�nky v�robc� elektronick�ch
sou��stek i pracovi
�	 kter� se zab�vaj� v�zkumem a v�vojem atd� Pro
pokro�ilej
� studenty a z�jemce je web dopln�n o odkazy na obs�hl� hy�
pertextov� skripta �Elektronika� vytvo�en� na MFF UK a sb�rku 
loh
k nim�
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Pou�it� materi	lu

Mou p�edstavou je pou��vat materi�l p��mo p�i vyu�ovac� hodin�� Ka�d�
u�itel si jej m��e upravit podle sv�ho uv��en� a p�izp�sobit jej tak sv�m
pot�eb�m �web se d� st�hnout a pou��vat o'�line�� )�ci maj�c� materi�l
k dispozici si pak nemus� d�lat pozn�mky do se
it� a mohou se pln� kon�
centrovat na p�edkl�danou l�tku	 co� umo�(uje v�razn� efektivn�j
� stu�
dium ne� p�i �ast�m p��stupu	 kdy si ��k p�i hodin� pouze ud�l� pozn�mky
a teprve doma se sna�� l�tku pochopit a nau�it�
Doma si pak student m��e l�tku opakovat	 �e
it 
lohy a zam�
let se

nad probl�my� T�� se m��e znovu pod�vat na experimenty prov�d�n� p�i
hodin�	 jejich� pr�b�h je zachycen na videouk�zk�ch� K ov��en� sv�ch zna�
lost� pak m��e pou��t obsa�en� testy�

Z	v
r

Uveden� materi�l jsem pou��val v lo(sk�m roce p�i b��n� v�uce jedn�
t��dy na gymn�ziu� Studenti jej pak na konci roku hodnotili� Z hodno�
cen� je patrn� jejich p�eva�uj�c� spokojenost	 v�ce ne� t�i �tvrtiny z nich se
vyj�d�ily	 �e pou��vaj� web rad�ji ne� klasickou pap�rovou u�ebnici� T�� za�
j�mavost a srozumitelnost pod�n� l�tky je podle nich dobr�� Douf�m tedy	
�e uveden� skute�nosti se tak� prom�tnou do zv�
en�ho z�jmu o fyziku
jako v�du a o studium technick�ch obor� na vysok� 
kole�

�Dokon�en� ze s� 	
���

Pro fyziku maj� tyto p�esn� spektrosko	
pick� metody tak� zvl��tn� v
znam k ov�	
�ov�n� p�esnosti hodnot univerz�ln�ch
konstant�

Najdou se i dal�� mo
n� dosud nepou	

it� aplikace v nejr�zn�j��ch oborech �na	
p�� v telekomunikac�ch�� Ukazuje se toti
�

e existence ze p�esn�n
ch metod m��en�
vede i k dal��m nov
m objev�m� a to jak
ve fyzice� tak v p��rodov�d� a technice�

V�ce informac� najde �ten�� na adrese
http���www�nobelprize�org�physics�lau	
reates������index�html

L i t e r a t u r a

��� Glauber� R� J�� Phys� Rev� Letters ��
������ ��

��� Glauber� R� J�� Phys�Rev� ��� ������
����� Phys�Rev� ��� ������ ����

��� Sodomka� L�� Z�klady fyziky pro apli	
kace� Adhesiv Liberec ���� na CD�

��� Sodomka� L�� Lasery v m���c� technice
a technologii� Adhesiv Liberec na CD�

Lubom�r Sodomka
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