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V ¢lanku [1] byl uveden program Permu, ktery vytvéarel a vypisoval
vSechny permutace n zadanych retézcl, a to v ,abecednim usporadani®,
v némz kazdy fetézec byl reprezentovan poradim svého zadani. Z hlediska
programového $lo o klasické pouziti rekurze a ¢lanek se pak zminil o sou-
vislosti permutaci s jazykovymi jevy.

S pouzitim rekurze v pocitacovém programu se ¢tenar MFT zde setkal
i pozdéji, zejména v ¢lancich [2] (4 ptiklady na pouziti rekurzivnich funkci
a procedur), [3] (aloha MO na hledani kritické cesty v grafu), [4] (zde jsou
pouzity tfi do sebe vlozené rekurze), [5] (procedura Pruchod fidi v tloze
MO prichod robota soustavou potrubi), [6] (v Gloze MO je pouzita re-
kurzivni procedura QuickSort). V ¢lancich [7] a [8] jsme se podivali i na
rekurzi v tabulkovych kalkulatorech.

Vratme se znovu k permutacim. Jisté nds napadne otazka, zda lze uzitim
rekurze nalézt vhodné algoritmy i pro vypis vSech permutaci s opakovanim,
variaci bez opakovani i s opakovanim a také kombinaci bez opakovani
a s opakovanim. Algoritmy ,s opakovanim*® jisté musi fungovat i pro pfipad
»hez opakovani“, ¢imz by se pocet pripadid redukoval ze Sesti na tii, oviem
dé se ocekavat jejich vétsi slozitost. Takze i algoritmy ,,bez opakovani“ maji
urcité pravo na zivot.

Pro vétsi ndzornost prace algoritmi budeme uvazovat permutace (vari-
ace, kombinace) znaki zadanych ve vstupnim Fetézci. Pofadi znakt v za-
daném retézci pro nds bude mit vyznam ,abecedniho usporadani“ znaki.
Napf. v zadaném fetézci stopa je prvnim znakem abecedy znak ,s“, dru-
hym je ,t“, ..., patym je ,a“. Pak v abecednim usporadani pétic je prvni
pétici stopa, druhou stoap, tfeti stpoa, dalsi stpao, atd. V tomto smyslu
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budeme chtit mit naSe vysledky abecedné usporadany. Dialog s pocitacem
vybavime jen minimem komfortu a vypis doplnime pocitadlem fadka se
zastavenim po kazdych dvaceti fadcich.

Permutace s opakovanim

Jak uz jsme pripomnéli, klasicky pojatym programem na permutace
jsme se zabyvali jiz v [1] (tuto metodu pouZzijeme pfi vypoétu variaci).
Vezmeéme si tedy problém permutaci s opakovanim.

Uvod programu s deklaracemi je zfejmy; omezime se na fetézce napf.
do délky 10 znaki:

program PermuQpa;
uses Crt;
const
MAX = 10;
type
TypStr = string[MAX];
var
C: TypStr;
N, Radek: Integer;

Procedura Tiskni vypisuje na obrazovku vysledné retézce, kde pro lepsi
Citelnost jsou mezi znaky doplnény mezery:

procedure Tiskni(A: TypStr);
var I: Integer;
begin {Tiskni}
for I := 1 to N do Write(A[I], ’ ’);
Inc(Radek) ;
WriteLn(’ °’, Radek);
if (Radek mod 20 = 0) then ReadLn
end; {Tiskni}

Procedura Vytvarej je klicova. Dochazi pfi ni k ,presunu® znaki z fe-
tézce ve druhém parametru do fetézce v prvnim parametru a kazdy takovy
dokonany presun dava novou permutaci. Pfitom piikaz if Pos(B[I], B)
= I then se stard o to, aby se nevytvorila permutace, kterd tu jiz byla:
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procedure Vytvarej(A, B: TypStr);
var
I: Integer;
begin {Vytvarej}
if B = ’’ then Tiskni(A)
else
for I := 1 to Length(B) do
if Pos(B[I], B) = I then
Vytvarej (A+B[I], Copy(B,1,I-1)+ Copy(B,I+1,N))
end; {Vytvarej}

Vlastni program uz je pak zcela jednoduchy:

begin {program}
ClrScr;
repeat
Write(’Permutace s~opakovanim, vstupni retezec: ’);
ReadLn(C);
N := Length(C)
until N in [1..MAX];
Radek := 0;
Vytvarej(’’, C);
WriteLn(’0.K.?);
ReadLn
end. {program PermuOpa}

Variace

Program je postaven na algoritmu podobném jako byl pouzit v pro-
gramu Permu v [1]. Sestavuji se tu abecedné uspofddané permutace
z n prvkd, v nichz se uvazuje jen prvnich m znakd. Vzhledem k abecednimu
usporadani permutaci jsou i prislusné variace m-té ttidy abecedné uspo-
rfadané. Staci — a to provadi procedura TiskniNovou — pustit do vystupu
vzdy jen tu variaci, ktera je odlisna od variace predchozi. Napf. tvorime-li
variace 3. tfidy z péti prvka abcde, vytvareji se permutace abcde, abced,
abdce, abdec, abecd, abedc, ... a do tisku jsou prefiltrovany jen ,nové“
trojice, tj. ty, co jsou zde vytistény tucné.
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program Varia;
uses Crt;
const
MAX = 10;
type
TypStr = string[MAX];
var
M, N, Radek: Integer;
A, AO: TypStr;

procedure Vymen(var S1, S2: Char);
var
S: Char;
begin {Vymen}
S :=81; S1 :=8S2; S2 := S
end; {Vymen}

procedure TiskniNovou(A: TypStr);
var

I: Integer;

Nova: Boolean;
begin {TiskniNovou}

Nova := false;

I:=1;

repeat
Nova := (A[I]J<>A0[I]);
Inc(I)

until Nova or (I > M);
if Nova then
begin
for I :=1 to M do
begin
Write(A[Il,? ?);
AO[I] := A[I]
end;
Inc(Radek);
WriteLn(’ ’,Radek);
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if Radek mod 20 = 0 then ReadLn
end
end; {TiskniNovou}

Procedura Variace je stejnd jako procedura pro vytvareni permutaci
v [1]. Vlastni program jen zafizuje potiebné vstupy a predava praci rekur-
zivni procedufe Variace.

procedure Variace(A: TypStr; V: Integer);
var
I: Integer;
begin {Variace}
if V = N then TiskniNovou(A)
else
for I :=V to N do
begin
Vymen(A[V], A[I]);
Variace(A, V+1)
end
end; {Variace}

begin {program}
Radek := 0;
repeat
ClrScr;
Write(’Variace, vstupni retezec: ’);
ReadLn(A);
N := Length(A)
until N in [1..MAX];
repeat
Write(’trida variace: ’);
ReadLn (M)
until M in [1..N];
Variace(A, 1);
WriteLn(’0.K.’);
ReadLn
end. {program Varia}

Matematika - fyzika - informatika 15 2005/2006 169



Variace s opakovanim

V tomto programu se vychazi z programu PermuOpa a provadi se tu
stejné filtrovani, jak bylo popsano v programu Varia. Uvodni deklarace se
lisi jen nepatrné

program VariaOpa;
uses Crt;
const
MAX = 10;
type
TypStr = string[MAX];
var
C, AO: TypStr;
M, N, Radek: Integer;

Pak nésleduje procedura TiskniNovou stejnd jako v programu Varia,
pak procedura Vytvarej jako v programu PermuOpa jen s tim rozdilem, ze
v ni je na prislusném misté pouzit prikaz

if B = ’’ then TiskniNovou(A);

Vlastni program je pak:

begin {program}

ClrScr;

J = 0;

repeat
Write(’Variace s opakovanim, vstupni retezec: ’);
ReadLn(C);
N := Length(C)

until N in [1..MAX];

repeat
Write(’trida variace: ’);
ReadLn (M)

until M in [1..N];

Radek := 0;

Vytvarej(’’, C);
WriteLn(’0.K.’);
ReadLn

end. {program VariaOpa}
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Kombinace

Zde je situace dosti odlisn. Mohlo by néas sice napadnout sdruzit odpo-
vidajici si variace do jedné kombinace, napt. z variaci 134, 143, 314, 341,
413, 431 vytvorit jedinou kombinace, napt. 134, avSak vzhledem k abe-
cednimu usporadani nejdou tyto variace ihned po sobé, takze tudy cesta
nevede. Jinou moznosti je opét vytvareni vSech variaci, pficemz bychom
do tisku pustili jen ty, v nichz maji znaky abecedni usporadani. My zde
zvolime jesté jiny postup. Pro zjisténi rdznych kombinaci z n prvka m-té
tridy budeme vytvaret vSechny takové n-tice nul a jednicek, kde je praveé
m jednicek. Do vystupu pak posleme m-tice pravé téch znakt zadaného
fetézce, které svou polohou odpovidaji jednickdm v pravé zjisténé n-tici
nul a jednicek. Napf. je-li zadany Tetézec abcde a vypocCtem dostaneme
01101, vystoupi kombinace bce (viz proceduru Dosad Tiskni).

program Kombi;
uses Crt;
const
MAX = 10;
type
TypStr = string[MAX];
PoleN = array[l..MAX] of Integer;

var
M, N, Radek: Integer;
A: TypStr;
C: PoleN;

procedure DosadTiskni(A: TypStr);
var
I: Integer;
begin {DosadTiskni}
for I := 1 to N do
if C[I] = 1 then Write(A[Il,’ ?);
Inc(Radek) ;
WriteLn(’ ’,Radek);
if Radek mod 20 = O then ReadLn
end; {DosadTiskni}

Rekurzivni procedura Vytvor01 generuje béznym zplisobem n-tice jed-
nicek a nul. Pfi vytvareni n-tice vSak po kazdém vstupu do procedury
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(pokud neni jesté n-tice dobudovana) zjistuje, kolik jednicek uz je v roz-
pracované n-tici obsazeno. Pokud je jich uz m, doplni se na konec n-tice
nuly; pokud chybi tolik jednicek, kolik je jesté volnych mist, doplni se
na konec vytvarené n-tice jednicky. Pro kazdou vytvafenou n-tici nastane
jedna z téchto dvou moznosti, takze je tim dosazeno toho, Ze jednicek
v kazdé n-tici je pravé m a samoziejmé se tim také zablokuji zbytecné

dalsi prichody rekurzi.

function ZjistiPocet1(QQ: Integer): Integer;
var I, ZP: Integer;
begin {ZjistiPocet}

ZP := 0;

for I := 1 to QQ-1 do

ZP := ZP + C[I];

ZjistiPocetl := ZP

end; {ZjistiPocet}

procedure Vytvor01(Q: Integer) ;var
IV, JV, Pocl : Integer;

begin {Vytvor0O1}
if Q < N then

begin
for IV := 1 downto O do
begin
Pocl := ZjistiPocet1(Q);
clqQl := 1v;
Inc(Pocl,IV);
if Pocl = M then
begin
for JV := Q+1 to N do
clJv] := 0;
DosadTiskni(A)
end
else
begin
if M-Pocl = N-Q then
begin

for JV := Q+1 to N do
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CLIV] := 1;

DosadTiskni(A)

end

else
if M-Pocl < N-Q then Vytvor01(Q+1)

end
end
end
end; {Vytvor0O1}

begin {program}
ClrScr;
Radek := 0;
repeat
Write(’Kombinace, vstupni retezec: ’);
ReadLn(A);
N := Length(A)
until N in [1..MAX];
repeat
Write(’trida kombinace: ’);
ReadLn (M)
until M in [1..N];
Vytvor01(1);
WriteLn(’0.K.’);
ReadLn
end. {program Kombi}

Kombinace s opakovanim
program KombiOpa;
(deklarace jsou stejné jako v programu Kombi)

Jak uz napovida jméno nasledujici procedury, postupuje se stejné jako
v programu Kombi, ale navic m4 tato procedura jesté jeden kol — vyloucit
tisk stejnych kombinaci. To se zajistuje tak, ze pro kazdy znak odpovida-
jici jednicce se zjistuje, jestli se takovy znak uz v zadaném rfetézci vyskytl
a to s hodnotou 0; v kladném piipadé se tisk nepovoli a procedura svou
¢innost konci, aby zkoumala dals§i n-tici, kterou ji doda procedura Vy-
tvor01. Jestlize neni nalezen ,nevyuzity“ stejny znak, pak probéhne tisk
a zapocitani fadku do vysledku.
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procedure DosadRozhodniTiskni(A: TypStr);
var
I, J: Integer;
Tisk: Boolean;
begin {DosadRozhodniTiskni}
Tisk := true;
I :=1;
repeat
if C[I] = 1 then
begin
for J :=1 to I do
if (A[J] = A[I]) and (C[J] = 0) then
Tisk := false
end;
Inc(I)
until (I > N) or not Tisk;
if Tisk then
begin
for I := 1 to N do
if C[I] = 1 then
Write(A[Il,’ ?);
Inc(Radek) ;
WriteLn(’ ’,Radek);
if Radek mod 20 = O then ReadLn
end
end; {DosadRozhodniTiskni}

Dalsi dvé procedury jsou stejné jako v programu Kombi, jen v proceduie
Vytvor01 je misto volani DosadTiskni volana procedura DosadRozhodni-
Tiskni. I vlastni program se shoduje s programem Kombi, samoziejmeé jen
s pozménénym textem pri predstavovani.

Ukéazali jsme si nékteré algoritmy pro kombinatoriku s vyuzitim re-
kurze, které mohou zacinajici programatory zaujmout. Pracovali jsme jen
se znaky, ale vasi studenti se mohou pokusit aplikovat uzité algoritmy na
piipad, kdy by bylo zadano n fetézct.
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Vycislitelnost a slozitost
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(Dokoncent)

2. Formalizace pojmu algoritmus

Turingtv stroj je nejen jednoduchou a pfitom zcela exaktni formali-
zaci pojmu algoritmu, ale na druhé strané je i lehce pochopitelny ,sel-
skym rozumem®. Je mozné si jej opét jako konecny automat predstavit
i jako fyzicky stroj vykonavajici instrukce (program). Lze pomoci néj i na-
hlédnout na zajimavé obecné vlastnosti programi. Jednim z nich je totiz
existence tzv. UNIVERZALNIHO TURINGOVA STROJE (UTS).
Tento UTS dokéze simulovat libovolny jiny Turinglv stroj (pokud se ome-
zime na jednoduchou abecedu, coZz ale nesnizuje obecnost). Pokud si opét
misto TS predstavime napiiklad program v Pascalu, pak ndm to dava tvr-
zeni, 7e existuje univerzalni pascalovsky program, ktery dokéaze simulovat
vSechny napsané programy v Pascalu. Simulaci se zde mysli, ze takovy
univerzalni program dostane na vstup kod simulovaného programu, pro-
vede ho presné jako by byl program proveden sam a vrati vystupy totozné
ocekdvanym vystupim programu. Sestrojit takovy univerzalni pascalov-
sky program je samoziejmé pomérné slozité (i kdyz je to jen otazka casu
a usili), ale pravé jednoduchost formalizace TS umoziuje sestrojit takovy
UTS pomérné rychle a snadno (dokonce to byvé tloha, kterou vysokoskol-
§ti studenti Fesi jako samostatny doméci tkol!).
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Pojem algoritmu je samoziejmé mozno formalizovat i jinymi prostiedky.
Jednim z nich je i vice matemati¢téji orientovany formalismus, nazva-
ny jako PRIMITIVNE (OBECNE) REKURZIVNI FUNKCE
(PRF/ORF). Tato formalizace bude mit pravdépodobné pivab pro ty
Ctenafe, ktefi jsou vice orientovani na algebraické pojeti vycislitelnosti
funkci na mnoziné prirozenych ¢isel. Jejich idea se opird o dvé zakladni
definice (pro zac¢atek budeme mluvit pouze o primitivné rekurzivnich funk-
cich a pozdéji ptiddme pojem obecné rekurzivni funkce):

1. Za zakladni povazujeme tyto funkce:

e 0: N — N,Vz:o(x) =0 (funkce, kterd vraci pro jakykoliv argument 0
— identickd nula)

e s: N = N,Vx:s(x) =x+1 (funkce, kterd vraci pro jakgkoliv argument
jeho ndsledujici hodnotu — ndslednik)

. Ii(") : N™ — N,Vay,2s,...,%y : I;n)(:cl,:vg,...,xn) = x; (funkce, kterd
vract i-ty argument — vybér — je nutnd pro tvorbu funkci vice promén-
nych)

2. Dalsi funkce mizeme skladat pomoci operatori:

e Operatory substituce S/**: f = S"(g, hi, ..., hy ), kde plati
f(;Ul;xZ; e xn) = g(hl(mla EAS) mn); L) hm(xla e xn)) (openitor, ktery’
umoZznuge sklddat funkce)

e Operatory primitivni rekurze R™: f = R"(g, h), kde plati
fO, 22, ..., xn)=g(x2, ... xy) a f(k+ 1,9, ..., xn)=h(k, f(k,x2, ..., 2),
T2, ..., Ty) (operdtor, ktery definuje rekurzivni funkci na zdakladé funkce
g — zarazka rekurze pro k = 0, h — ndsledujici krok rekurze pro k + 1
definovany pomoci k)

Z téchto zakladnich funkci miZeme pomoci postupné aplikace operatora

Priklad 2:

Zkusme se podivat na piiklad funkce f(z1,z2) = 1 +x2. Podobné jako
Turingtv stroj je tento formalismus pomérné primitivni, takze i takto jed-
noduchou funkci zde musime sestavit. Myslenka spocivd v tom, Ze pou-
Zijeme rekurzi (kterd ndm nahrazuje cyklus) a pomoci rekurze vzdy vy-
tvorime naslednika hodnoty az k nule, kdy dosadime hodnotu druhého
argumentu.

Sekvence vypada nésledovné:
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fl = S;fZ = I§7f3 = S§(87IZ3)7f4 = Illaf = R(f47f3) pﬁéemi jeant'
livé funkce vyjadiuji:

e f —je funkce, kterou jsme chtéli vytvorit (s¢itani dvou argumentit), pfi-
¢emz jsme museli aplikovat rekurzi nésledujicim zptisobem; f(0,z2) =
= o, f(k + 1,22) = f(k,z2) + 1; coZ znamend, ze x; — krat zvysime
hodnotu z» o jedna a pouzijeme k tomu upravenou funkci néaslednika

e f4—je funkci vybéru prvniho argumentu z jednoho, kterou potfebujeme,
abychom spravné nadefinovali zardzku rekurze funkce f

e f3 — je upravena funkce néslednika pro druhy argument ze tii (pouzije
se v rekurzi dle formalni definice operdtoru); fs3(z1,z2,x3) = 2 + 1

e fy — je potiebnd pro vytvoreni naslednika druhého argument v f3; jde
o vybér druhého argumentu ze ti fo(z1,x2,23) = T2

o f1 —je zakladni funkci naslednik pro jednu proménnou (fi(z;) = x1+1)

Na tomto jednoduchém prikladé jste vidéli, ze notace primitivné re-
kurzivnich funkci umoziuje mozna ponékud slozité, ale zejména exaktné
symbolicky odvodit jakoukoliv funkci. I kdyz je tato konstrukce zna¢né od-
lisna od formalizace algoritmické vycislitelnosti pomoci TS, v kone¢ném
dtsledku muzeme realizovat presné Turingovsky vycislitelné funkce pouze
pokud k definici primitivné rekurzivnich funkci pridame jeden operator
— tzv. operator minimalizace, ¢imz dostaneme obecné rekurzivni funkce.
Jelikoz je presna formdlni definice ponékud slozitéjsi, omezime se na jeho
vysvétleni laické. Jde o operator, ktery umozhuje vytvorit funkci, kterd
vraci nejmensi hodnotu prvniho argumentu, kdy je funkéni hodnota 0. Na-
priklad, kdybychom potiebovali pii vystavbé urcité funkce znat nejmensi
hodnotu funkce f(z1) = 5 — x; aplikovali bychom operator minimalizace,
ktery by vytvoril funkci vracejici vzdy 5. Samoziejmé by to asi v takto
jednoduchém prikladé nedavalo smysl, ale tento operator lze definovat pro
libovolny pocet proménnych a libovolnou slozitost formule.

Dalsi velice zajimavou formalizaci pojmu algoritmu jsou takzvané PL-
programy. Zminujeme se o nich ihned po rekurzivnich funkcich nikoliv na-
hodou. Jak uvidite, i kdyz jde opét o formalizaci z naprosto jiného pohledu,
lze jednoduse ukézat, Ze jejich vypocetni sila je totozna. PL-programy (jak
jiz nézev napovidd) jsou formalizaci, kterou zfejmé oceni spiSe programé-
torsky orientovani ctenafi. PL-program je sekvence piikazt, které mohou
obsahovat identifikdtory (proménné). Jazyk je opét velmi jednoduchy, v za-
sadé mame pouze tyto prikazy a elementy:

e Piifazovaci piikaz X := 0 (lze pfifadit nulu libovolnému identifikitoru)
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e Prikaz inkrementace INC X (X := X +1)

e Prikaz cyklu LOOP X [seznam piikazti] ENDLOOP (provede seznam
piikazi X-krét)

o Naveésti L, které urcuje bod programu

e Piikaz skoku GOTO L (provede v programu skok do bodu L)

e Specifikace vstupi a vystupu INPUT X, X,, OUTPUT Y

Priklad 3:
Napftiklad funkci f(x1,x2) = x1 + x2 lze zapsat nasledujicim PL-pro-
gramem:

{INPUT X1, X2}

Y := 0;

LOOP X1 INC Y; ENDLOOP
LOOP X2 INC Y; ENDLOOP
{0UTPUT Y}

Pravdépodobné se Vam zd4, ze tento zpasob zapisu mé podobné prvky
jako rekurzivni funkce. Zamyslite-li se nad jednotlivymi elementy, zjistite
napriklad ze:

e Prfitazovaci prikaz je v podstaté identicka nula
e Piikaz inkrementace je vlastné funkci naslednika
e Piikaz cyklu mize beze zbytku nahradit rekurzi

Také lze ukazat, ze bez ptikazu GOTO budou PL-programy mit stejnou
vypocetni silu jako PRF, jinak jsou ekvivalentni ORF. Déle lze jednoduse
simulovat libovolny PL-program pomoci Turingova stroje. Vlastné bychom
jen na pasce TS vyhradili misto pro hodnoty proménnych a postupné na-
programovali v TS vSechny piikazy (viz ukdzka TS — néslednik).

Vsechny tyto vlastnosti nejsou jen matematickou teorii, kterd zastiesuje
pojmy a metody, které vyuzivime v informatice. Studium téchto formali-
zaci vam umozni pochopit, ze zptsobl zapisu algoritmu je mnoho a i ptes
jejich rtiznorodost mohou mit stejnou vyjadrovaci/vypocetni silu. Je to po-
dobné jako, kdyz jeden programétor rad piSe své programy v jazyce Pascal
a jiny v jazyce C. I kdyz techniky v jednotlivych jazycich se mohou lisit,
oba programaétofi mohou vytvorit plnohodnotné programy, které se budou
chovat identicky. Také diky objevovani téchto teoretickych otazek mtizeme
hloubéji pochopit, pro¢ rekurze a cyklus jsou dva navzajem zaménitelné
nastroje algoritmického reSeni problémi. Dtlezité je, ze tyto notace jsou
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pomeérné pochopitelné a lze si k nim vytvaret mnoho jednoduchych i slozi-
téjsich piikladi, provadét prevody mezi jednotlivymi zptsoby formalizace
a tim vytvaret lepsi Groven informatického mysleni“. Pod timto pojmem
si predstavujeme schopnost navrhovat efektivni algoritmické feseni pro-
blému, coZ je uvazovani, které by meélo byt specifickym rysem kazdého
informatika.

3. SloZitost reseni problému
Kdyz uz mluvime o efektivnim feSeni problémi, musime se alespon

kratce zminit o druhé strance oboru, kterym se zabyva tento clanek. Je ji
takzvana slozitost, ¢imz mtzeme chapat predevsim dvé odlisné vlastnosti
algoritmti — bud ¢asovou slozitost nebo prostorovou slozitost. Predstavte
si, ze nékolik student dostane za ukol samostatné vyfesit jisty algorit-
micky Gkol. Budeme-li predpokladat, ze vSichni jej vyiesi spravné a sestavi
funkéni algoritmy (programy) je pravdépodobné, ze kazdy navrhne trochu
jiny zptisob feSeni. U téchto programi pak lze polozit otdzku, ktery je
vlastné nejlepsi. A pravé na tuto otdzku lze (mimo jiné) nahlizet ze dvou
hledisek:

1. Ktery program da v pruméru nejrychleji vysledek?

2. Ktery program spotiebuje ke svému spravnému chodu nejméné paméti
(prostoru)?

Jisté je odpovéd na tyto otdzky dulezitd. Vzdyt aby nam vibec vy-
pocetni technika v naSem zivoté byla uzite¢nd, musi pracovat rozumné
dlouho a na strojich s kapacitou, které mame v dané dobé k dispozici.
Aby bylo mozné zadefinovat exaktné tyto pojmy pouziva se opét exaktni
pojem algoritmu. Pro nase Gcely zvolme Turingtv stroj.

U néj mizeme rozliSovat tyto zakladni charakteristiky:

1. SloZitost (éasova) vypoétu TS na urcity vstup — jde o pocet vyko-
nanych instrukci TS na tento vstup (je to tedy prosté piirozené ¢islo);
napf. v prikladu 1 v tomto textu byl uveden vypocet Turingova stroje
na slovo 1101, pocet vykonanych instrukci nez se stroj zastavil je 8.

2. Slozitost (¢asova) TS (obecné) — zde jde jiz o funkci, kde argument
je velikost slova a funkéni hodnota je pocet instrukci na slovo o této
velikosti v nejhor$im mozném piipadé (je jasné, Ze raznych slov o uréité
velikosti je mnoho — viz pfiklad 1); pro nas priklad 1 bychom opét
mohli premyslet, jaka funkce to je. Stroj funguje tak, ze vidy dojede
na konec slova (coZ je n instrukci), dale v nejhorsim piipadé projde
celé binarni ¢islo (slovo) pozpédtku aZ na zacatek pred prvni symbol
a skon¢i v koncovém stavu(n + 2 krokil). SloZitost toho TS je tedy
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fm)=n+n+2=2n+2

3. Odhad (Easové) slozitosti TS je zjednodusSenim funkce slozitosti TS.
Vétsinou nas totiz nezajimé presnd funkce jako ve vySe uvedeném pii-
padé, ale sta¢i ndm jen ta nejdilezitéjsi ¢ast funkce (kterou oznacime
O(f)), ktera roste nejrychleji, vzhledem k velikosti vstupniho slova. Vét-
Sinou se za tyto funkce berou f(n) =n, f(n) = n?, ... atd.

Tedy u naseho ptikladu by odhad byl O(n).

4. T¥ida (Casové) slozitosti je mnozZina téch problémt, které jsou vy-
¢islovany néjakym TS, se slozitosti O(f). Vétsinou se obecné vymezuji
tfidy linedrni slozitosti (T'(n)), logaritmicko-linedrni (T'(n-log(n))), kva-
dratické (T'(n?)), kubické (T'(n?)), ..., polynomidlni (T'(n*)) (PTIME),
exponencidlni (7'(2")) (EXPTIME). Napiiklad do tfidy (7'(n)) patii
nas problém inkrementace binarniho ¢isla.

Druhé hledisko, tedy prostorova slozitost, maze byt definovana v pod-
staté totozné, pokud slozitost vypoctu TS deklarujeme jako pocet sym-
bolt péasky, které béhem vypoctu projde TS nez se zastavi. T¥idy prosto-
rové slozitosti se pak oznacuji podobné s priponou SPACE- PSPACE, EX-
PSPACE. T¥idy casové slozitosti a prostorové slozitosti pak miZzeme uspo-
fadat a intuitivné dokazat nékteré vlastnosti. Naptiklad je jasné, ze kdyz
néjaky problém patii do urcité tiidy casové slozitosti, pak patii do pri-
slusné tridy prostorové slozitosti (nap¥. PTIME = PSPACE). Pro¢ tomu
tak je? Vysvétleni je jednoduché. Turingliv stroj nemtize za ,polynomi-
alné mnoho“ Casu projit vice nez ,polynomidlné mnoho“ symboli, nebot
se nemilze pii jedné instrukci s hlavou posunout o vice nez jeden symbol.

V informatice je na casové slozitosti zalozen jeden vyznamny problém,
ktery je jen zdanlivé pouze teoreticky. Ve skutecnosti je vsak vice ,ze zi-
vota“ nez si uvédomujeme. Jde o takzvany P-NP PROBLEM. TS m4
podobné jako konec¢ny automat také svou nedeterministickou verzi. Nede-
terminismus spociva ve vice moznostech pri prechodu z urcité kombinace —
stav, symbol, coz je situace béznému algoritmickému mysleni cizi, nicméné
z hlediska slozitosti umoznuje prislusnost do efektivnéjsi t¥idy nedetermi-
nistické slozitosti. Vezméme si priklad problému obchodniho cestujiciho.
Spociva v hledani nejefektivnéjsi (nejkratsi) cesty mezi nékolika mésty,
pricemz chceme navstivit vSechna mésta pravé jednou a vratit se do vy-
choziho. Jediné ,klasické deterministické” feseni, které je mozné, spociva
v zésadé vzdy ve zkouSeni v8ech moZnych posloupnosti (existuji i vylep-
Seni, kterd Castecné zlepsuji slozitost, nikoliv ale v principu). Tedy takové
algoritmy patii do t¥idy (EXPTIME). Nicméné s pomoci nedeterministic-
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kého TS mizeme tento problém resit ve tiidé NPTIME (nedeterministicka
polynomiélni slozitost). Teoreticky trik (byt v praxi prozatim nic nepiina-
Sejici) je v tom, Ze takovy nedeterministicky stroj by prosté mohl z kazdého
mésta zvolit jakoukoliv moznost a jelikoz nés nezajima, jak dokaze TS tuto
nejlepsi moznost najit, je jeho slozitost linedrni (tu spravnou moznost TS
prosté uhodne).

Proc¢ je to pro praxi dulezité? Kdyby se podafilo dokazat, Ze tiida
PTIME = NPTIME (jinak feceno by pro kaZdy problém, ktery lze Fe-
§it nedeterministicky, existoval i deterministicky polynomidln{ algoritmus),
pak bychom nasgli polynomidlni deterministicky algoritmus pro reseni opti-
malizacnich problémt. Tyto problémy se v kazdodennim zivoté resi casto
(kuptikladu sestaveni rozvrhu hodinu na skole). Jelikoz je vSak umime Fesit
pouze v exponencidlni ¢ase, jsou pfi velkém rozsahu nezvladnutelné. Sesta-
vime jinak FeCeno algoritmus, ktery pro maly pocet vstupnich prvki (t¥eba
mést u problému obchodniho cestujiciho) funguje, ale existuje jistd mez,
kdy algoritmus bude trvat nenosné dlouho a nepomtize ndm ani zvyseni
vykonu stroje, ktery algoritmus realizuje. Na viné je totiz ona exponenci-
alni funkce slozitosti, kdy rust této funkce je vzdy od urcité hodnoty prilis
strmy.

4 Zavér

Pokusili jsme se na pomérné malém prostoru ukazat na zékladni pro-
blémy teorie vycislitelnosti a slozitosti, a to s ohledem na jejich vyznam pro
vzdélavani informatikt a to nejen na urovni vysokého $kolstvi. Problémy,
které zkoum4 tato teorie, sice vypadaji odtazité, slozité a znacné formali-
zované, ale jejich vyznam pro schopnost algoritmicky myslet, uvédomovat
si TeSitelnost problémi a efektivitu feseni je velky.
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