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V �l�nku ��� byl uveden program Permu� kter� vytv��el a vypisoval
v�echny permutace n zadan�ch �et	zc
� a to v �abecedn�m uspo��d�n�
�
v n	m� ka�d� �et	zec byl reprezentov�n po�ad�m sv�ho zad�n�� Z hlediska
programov�ho �lo o klasick� pou�it� rekurze a �l�nek se pak zm�nil o sou�
vislosti permutac� s jazykov�mi jevy�

S pou�it�m rekurze v po��ta�ov�m programu se �ten�� MFI zde setkal
i pozd	ji� zejm�na v �l�nc�ch ��� �� p��klady na pou�it� rekurzivn�ch funkc�
a procedur�� ��� ��loha MO na hled�n� kritick� cesty v grafu�� ��� �zde jsou
pou�ity t�i do sebe vlo�en� rekurze�� ��� �procedura Pruchod ��d� v �loze
MO pr
chod robota soustavou potrub��� ��� �v �loze MO je pou�ita re�
kurzivn� procedura QuickSort�� V �l�nc�ch ��� a ��� jsme se pod�vali i na
rekurzi v tabulkov�ch kalkul�torech�

Vra�me se znovu k permutac�m� Jist	 n�s napadne ot�zka� zda lze u�it�m
rekurze nal�zt vhodn� algoritmy i pro v�pis v�ech permutac� s opakov�n�m�
variac� bez opakov�n� i s opakov�n�m a tak� kombinac� bez opakov�n�
a s opakov�n�m� Algoritmy �s opakov�n�m
 jist	 mus� fungovat i pro p��pad
�bez opakov�n�
� ��m� by se po�et p��pad
 redukoval ze �esti na t�i� ov�em
d� se o�ek�vat jejich v	t�� slo�itost� Tak�e i algoritmy �bez opakov�n�
 maj�
ur�it� pr�vo na �ivot�

Pro v	t�� n�zornost pr�ce algoritm
 budeme uva�ovat permutace �vari�
ace� kombinace� znak� zadan�ch ve vstupn�m �et	zci� Po�ad� znak
 v za�
dan�m �et	zci pro n�s bude m�t v�znam �abecedn�ho uspo��d�n�
 znak
�
Nap�� v zadan�m �et	zci stopa je prvn�m znakem abecedy znak �s
� dru�
h�m je �t
� � � � � p�t�m je �a
� Pak v abecedn�m uspo��d�n� p	tic je prvn�
p	tic� stopa� druhou stoap� t�et� stpoa� dal�� stpao� atd� V tomto smyslu
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budeme cht�t m�t na�e v�sledky abecedn	 uspo��d�ny� Dialog s po��ta�em
vybav�me jen minimem komfortu a v�pis dopln�me po��tadlem ��dk
 se
zastaven�m po ka�d�ch dvaceti ��dc�ch�

Permutace s opakov�n�m
Jak u� jsme p�ipomn	li� klasicky pojat�m programem na permutace

jsme se zab�vali ji� v ��� �tuto metodu pou�ijeme p�i v�po�tu variac���
Vezm	me si tedy probl�m permutac� s opakov�n�m�

�vod programu s deklaracemi je z�ejm�� omez�me se na �et	zce nap��
do d�lky �� znak
 

program PermuOpa�

uses Crt�

const

MAX � ���

type

TypStr � string�MAX��

var

C� TypStr�

N� Radek� Integer�

Procedura Tiskni vypisuje na obrazovku v�sledn� �et	zce� kde pro lep��
�itelnost jsou mezi znaky dopln	ny mezery 

procedure Tiskni�A� TypStr	�

var I� Integer�

begin 
Tiskni�

for I �� � to N do Write�A�I�� � �	�

Inc�Radek	�

WriteLn�� �� Radek	�

if �Radek mod 
� � �	 then ReadLn

end� 
Tiskni�

Procedura Vytvarej je kl��ov�� Doch�z� p�i n� k �p�esunu
 znak
 z �e�
t	zce ve druh�m parametru do �et	zce v prvn�m parametru a ka�d� takov�
dokonan� p�esun d�v� novou permutaci� P�itom p��kaz if Pos�B�I�� B	

� I then se star� o to� aby se nevytvo�ila permutace� kter� tu ji� byla 
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procedure Vytvarej�A� B� TypStr	�

var

I� Integer�

begin 
Vytvarej�

if B � �� then Tiskni�A	

else

for I �� � to Length�B	 do

if Pos�B�I�� B	 � I then

Vytvarej�A�B�I�� Copy�B���I��	� Copy�B�I���N		

end� 
Vytvarej�

Vlastn� program u� je pak zcela jednoduch� 

begin 
program�

ClrScr�

repeat

Write��Permutace s�opakovanim� vstupni retezec� �	�

ReadLn�C	�

N �� Length�C	

until N in ����MAX��

Radek �� ��

Vytvarej���� C	�

WriteLn��O�K��	�

ReadLn

end� 
program PermuOpa�

Variace
Program je postaven na algoritmu podobn�m jako byl pou�it v pro�

gramu Permu v ���� Sestavuj� se tu abecedn	 uspo��dan� permutace
z n prvk
� v nich� se uva�uje jen prvn�ch m znak
� Vzhledem k abecedn�mu
uspo��d�n� permutac� jsou i p��slu�n� variace m�t� t��dy abecedn	 uspo�
��dan�� Sta�� ! a to prov�d� procedura TiskniNovou ! pustit do v�stupu
v�dy jen tu variaci� kter� je odli�n� od variace p�edchoz�� Nap�� tvo��me�li
variace �� t��dy z p	ti prvk
 abcde� vytv��ej� se permutace abcde� abced�
abdce� abdec� abecd� abedc� � � � a do tisku jsou p�e"ltrov�ny jen �nov�

trojice� tj� ty� co jsou zde vyti�t	ny tu�n	�
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program Varia�

uses Crt�

const

MAX � ���

type

TypStr � string�MAX��

var

M� N� Radek� Integer�

A� A�� TypStr�

procedure Vymen�var S�� S
� Char	�

var

S� Char�

begin 
Vymen�

S �� S�� S� �� S
� S
 �� S

end� 
Vymen�

procedure TiskniNovou�A� TypStr	�

var

I� Integer�

Nova� Boolean�

begin 
TiskniNovou�

Nova �� false�

I����

repeat

Nova �� �A�I���A��I�	�

Inc�I	

until Nova or �I � M	�

if Nova then

begin

for I �� � to M do

begin

Write�A�I��� �	�

A��I� �� A�I�

end�

Inc�Radek	�

WriteLn�� ��Radek	�
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if Radek mod 
� � � then ReadLn

end

end� 
TiskniNovou�

Procedura Variace je stejn� jako procedura pro vytv��en� permutac�
v ���� Vlastn� program jen za�izuje pot�ebn� vstupy a p�ed�v� pr�ci rekur�
zivn� procedu�e Variace�

procedure Variace�A� TypStr� V� Integer	�

var

I� Integer�

begin 
Variace�

if V � N then TiskniNovou�A	

else

for I �� V to N do

begin

Vymen�A�V�� A�I�	�

Variace�A� V��	

end

end� 
Variace�

begin 
program�

Radek �� ��

repeat

ClrScr�

Write��Variace� vstupni retezec� �	�

ReadLn�A	�

N �� Length�A	

until N in ����MAX��

repeat

Write��trida variace� �	�

ReadLn�M	

until M in ����N��

Variace�A� �	�

WriteLn��O�K��	�

ReadLn

end� 
program Varia�
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Variace s opakov�n�m
V tomto programu se vych�z� z programu PermuOpa a prov�d� se tu

stejn� "ltrov�n�� jak bylo pops�no v programu Varia� �vodn� deklarace se
li�� jen nepatrn	

program VariaOpa�

uses Crt�

const

MAX � ���

type

TypStr � string�MAX��

var

C� A�� TypStr�

M� N� Radek� Integer�

Pak n�sleduje procedura TiskniNovou stejn� jako v programu Varia�
pak procedura Vytvarej jako v programu PermuOpa jen s t�m rozd�lem� �e
v n� je na p��slu�n�m m�st	 pou�it p��kaz

if B � �� then TiskniNovou�A	�

Vlastn� program je pak 

begin 
program�

ClrScr�

J �� ��

repeat

Write��Variace s opakovanim� vstupni retezec� �	�

ReadLn�C	�

N �� Length�C	

until N in ����MAX��

repeat

Write��trida variace� �	�

ReadLn�M	

until M in ����N��

Radek �� ��

Vytvarej���� C	�

WriteLn��O�K��	�

ReadLn

end� 
program VariaOpa�

��� Matematika � fyzika � informatika �� ���������



Kombinace
Zde je situace dosti odli�n�� Mohlo by n�s sice napadnout sdru�it odpo�

v�daj�c� si variace do jedn� kombinace� nap�� z variac� ���� ���� ���� ����
���� ��� vytvo�it jedinou kombinace� nap�� ���� av�ak vzhledem k abe�
cedn�mu uspo��d�n� nejdou tyto variace ihned po sob	� tak�e tudy cesta
nevede� Jinou mo�nost� je op	t vytv��en� v�ech variac�� p�i�em� bychom
do tisku pustili jen ty� v nich� maj� znaky abecedn� uspo��d�n�� My zde
zvol�me je�t	 jin� postup� Pro zji�t	n� r
zn�ch kombinac� z n prvk
 m�t�
t��dy budeme vytv��et v�echny takov� n�tice nul a jedni�ek� kde je pr�v	
m jedni�ek� Do v�stupu pak po�leme m�tice pr�v	 t	ch znak
 zadan�ho
�et	zce� kter� svou polohou odpov�daj� jedni�k�m v pr�v	 zji�t	n� n�tici
nul a jedni�ek� Nap�� je�li zadan� �et	zec abcde a v�po�tem dostaneme
������ vystoup� kombinace bce �viz proceduru DosadTiskni��

program Kombi�

uses Crt�

const

MAX � ���

type

TypStr � string�MAX��

PoleN � array����MAX� of Integer�

var

M� N� Radek� Integer�

A� TypStr�

C� PoleN�

procedure DosadTiskni�A� TypStr	�

var

I� Integer�

begin 
DosadTiskni�

for I �� � to N do

if C�I� � � then Write�A�I��� �	�

Inc�Radek	�

WriteLn�� ��Radek	�

if Radek mod 
� � � then ReadLn

end� 
DosadTiskni�

Rekurzivn� procedura Vytvor�� generuje b	�n�m zp
sobem n�tice jed�
ni�ek a nul� P�i vytv��en� n�tice v�ak po ka�d�m vstupu do procedury
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�pokud nen� je�t	 n�tice dobudov�na� zji��uje� kolik jedni�ek u� je v roz�
pracovan� n�tici obsa�eno� Pokud je jich u� m� dopln� se na konec n�tice
nuly� pokud chyb� tolik jedni�ek� kolik je je�t	 voln�ch m�st� dopln� se
na konec vytv��en� n�tice jedni�ky� Pro ka�dou vytv��enou n�tici nastane
jedna z t	chto dvou mo�nost�� tak�e je t�m dosa�eno toho� �e jedni�ek
v ka�d� n�tici je pr�v	 m a samoz�ejm	 se t�m tak� zablokuj� zbyte�n�
dal�� pr
chody rekurz��

function ZjistiPocet��QQ� Integer	� Integer�

var I� ZP� Integer�

begin 
ZjistiPocet�

ZP �� ��

for I �� � to QQ�� do

ZP �� ZP � C�I��

ZjistiPocet� �� ZP

end� 
ZjistiPocet�

procedure Vytvor���Q� Integer	�var

IV� JV� Poc� � Integer�

begin 
Vytvor���

if Q � N then

begin

for IV �� � downto � do

begin

Poc� �� ZjistiPocet��Q	�

C�Q� �� IV�

Inc�Poc��IV	�

if Poc� � M then

begin

for JV �� Q�� to N do

C�JV� �� ��

DosadTiskni�A	

end

else

begin

if M�Poc� � N�Q then

begin

for JV �� Q�� to N do
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C�JV� �� ��

DosadTiskni�A	

end

else

if M�Poc� � N�Q then Vytvor���Q��	

end

end

end

end� 
Vytvor���

begin 
program�

ClrScr�

Radek �� ��

repeat

Write��Kombinace� vstupni retezec� �	�

ReadLn�A	�

N �� Length�A	

until N in ����MAX��

repeat

Write��trida kombinace� �	�

ReadLn�M	

until M in ����N��

Vytvor����	�

WriteLn��O�K��	�

ReadLn

end� 
program Kombi�

Kombinace s opakov�n�m
program KombiOpa�

�deklarace jsou stejn� jako v programu Kombi�
Jak u� napov�d� jm�no n�sleduj�c� procedury� postupuje se stejn	 jako

v programu Kombi� ale nav�c m� tato procedura je�t	 jeden �kol ! vylou�it
tisk stejn�ch kombinac�� To se zaji��uje tak� �e pro ka�d� znak odpov�da�
j�c� jedni�ce se zji��uje� jestli se takov� znak u� v zadan�m �et	zci vyskytl
a to s hodnotou �� v kladn�m p��pad	 se tisk nepovol� a procedura svou
�innost kon��� aby zkoumala dal�� n�tici� kterou j� dod� procedura Vy�
tvor��� Jestli�e nen� nalezen �nevyu�it�
 stejn� znak� pak prob	hne tisk
a zapo��t�n� ��dku do v�sledku�
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procedure DosadRozhodniTiskni�A� TypStr	�

var

I� J� Integer�

Tisk� Boolean�

begin 
DosadRozhodniTiskni�

Tisk �� true�

I �� ��

repeat

if C�I� � � then

begin

for J �� � to I do

if �A�J� � A�I�	 and �C�J� � �	 then

Tisk �� false

end�

Inc�I	

until �I � N	 or not Tisk�

if Tisk then

begin

for I �� � to N do

if C�I� � � then

Write�A�I��� �	�

Inc�Radek	�

WriteLn�� ��Radek	�

if Radek mod 
� � � then ReadLn

end

end� 
DosadRozhodniTiskni�

Dal�� dv	 procedury jsou stejn� jako v programu Kombi� jen v procedu�e
Vytvor�� je m�sto vol�n� DosadTiskni vol�na procedura DosadRozhodni�
Tiskni� I vlastn� program se shoduje s programem Kombi� samoz�ejm	 jen
s pozm	n	n�m textem p�i p�edstavov�n��

Uk�zali jsme si n	kter� algoritmy pro kombinatoriku s vyu�it�m re�
kurze� kter� mohou za��naj�c� program�tory zaujmout� Pracovali jsme jen
se znaky� ale va�i studenti se mohou pokusit aplikovat u�it� algoritmy na
p��pad� kdy by bylo zad�no n �et	zc
�

L i t e r a t u r a

��� Tr�vn��ek� S� � Tr�vn��ek� P�	 Permutace� MFI� 	 
���	��
�� �� �� s� ��� � ��	�
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��� Tr�vn��ek� S� � Tr�vn��ek� P�	 O rekurzi� MFI� � 
��������� �� 	� s� ��� � ����
��� T
pfer� P�	 �lohy z MO � kategorie P 
��st 
 � vyu�it� rekurze�� MFI� �� 
���������

�� �� s� 
�� � 
���
�	� Tr�vn��ek� S�	 Matematick� podklady k rytmick�m etud�m� MFI� �� 
��������� ��

�� s� ��� � ����
�
� T
pfer� P�	 Prohled�v�n� grafu� MFI� �� 
��������� �� �� s� 	�� � 
���
��� T
pfer� P�	 Po�ad� program�tor�� MFI� �� 
������	�� �� �� s� 	�� � 
���
��� Hvoreck�� J� � Tren�ansk�� I�	 Vyu�itie adaptability tabu�kov�ch kalkul�torov na

rekurz�vne v�po�ty� MFI� � 
��������� �� �� s� �� � 	
�
��� Hvoreck�� J� � Tren�ansk�� I�	 Ohrani�enia rekurz�vnych v�po�tov v tabu�kov�ch

kalkul�toroch� MFI� � 
��������� �� �� s� 	�� � 	�
�

Vy��slitelnost a slo�itost

HASHIM HABIBALLA � TIBOR KME�

P��rodov�deck� fakulta OU� Ostrava � Fakulta pr�rodn�ch vied UKF� Nitra

�Dokon�en��

�� Formalizace pojmu algoritmus
Turing
v stroj je nejen jednoduchou a p�itom zcela exaktn� formali�

zac� pojmu algoritmu� ale na druh� stran	 je i lehce pochopiteln� �sel�
sk�m rozumem
� Je mo�n� si jej op	t jako kone�n� automat p�edstavit
i jako fyzick� stroj vykon�vaj�c� instrukce �program�� Lze pomoc� n	j i na�
hl�dnout na zaj�mav� obecn� vlastnosti program
� Jedn�m z nich je toti�
existence tzv� UNIVERZ�LN�HO TURINGOVA STROJE �UTS��
Tento UTS dok��e simulovat libovoln� jin� Turing
v stroj �pokud se ome�
z�me na jednoduchou abecedu� co� ale nesni�uje obecnost�� Pokud si op	t
m�sto TS p�edstav�me nap��klad program v Pascalu� pak n�m to d�v� tvr�
zen�� �e existuje univerz�ln� pascalovsk� program� kter� dok��e simulovat
v�echny napsan� programy v Pascalu� Simulac� se zde mysl�� �e takov�
univerz�ln� program dostane na vstup k$d simulovan�ho programu� pro�
vede ho p�esn	 jako by byl program proveden s�m a vr�t� v�stupy toto�n�
o�ek�van�m v�stup
m programu� Sestrojit takov� univerz�ln� pascalov�
sk� program je samoz�ejm	 pom	rn	 slo�it� �i kdy� je to jen ot�zka �asu
a �sil��� ale pr�v	 jednoduchost formalizace TS umo�%uje sestrojit takov�
UTS pom	rn	 rychle a snadno �dokonce to b�v� �loha� kterou vysoko�kol�
�t� studenti �e�� jako samostatn� dom�c� �kol&��
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Pojem algoritmu je samoz�ejm	 mo�no formalizovat i jin�mi prost�edky�
Jedn�m z nich je i v�ce matemati�t	ji orientovan� formalismus� nazva�
n� jako PRIMITIVN� �OBECN�� REKURZIVN� FUNKCE
�PRF	ORF�� Tato formalizace bude m�t pravd	podobn	 p
vab pro ty
�ten��e� kte�� jsou v�ce orientovan� na algebraick� pojet� vy��slitelnosti
funkc� na mno�in	 p�irozen�ch ��sel� Jejich idea se op�r� o dv	 z�kladn�
de"nice �pro za��tek budeme mluvit pouze o primitivn	 rekurzivn�ch funk�
c�ch a pozd	ji p�id�me pojem obecn	 rekurzivn� funkce� 

�� Za z�kladn� pova�ujeme tyto funkce 
� o  N � N��x  o�x� ' � �funkce� kter� vrac� pro jak	koliv argument �

 identick� nula�

� s  N � N��x  s�x� ' x(� �funkce� kter� vrac� pro jak	koliv argument
jeho n�sleduj�c� hodnotu 
 n�sledn�k�

� I
�n�
i

 Nn � N��x�� x�� ���� xn  I�n�
i

�x�� x�� ���� xn� ' xi �funkce� kter�
vrac� i�t	 argument 
 v	b�r 
 je nutn� pro tvorbu funkc� v�ce prom�n�
n	ch�

�� Dal�� funkce m
�eme skl�dat pomoc� oper�tor
 
� Oper�tory substituce Smn  f ' Smn �g� h�� ���� hm�� kde plat�
f�x�� x�� ���� xn� ' g�h��x�� ���� xn�� ���� hm�x�� ���� xn�� �oper�tor� kter	
umo
�uje skl�dat funkce�

� Oper�tory primitivn� rekurze Rn f ' Rn�g� h�� kde plat�
f��� x�� ���� xn�'g�x�� ���� xn� a f�k ( �� x�� ���� xn�'h�k� f�k� x�� ���� xn��
x�� ���� xn� �oper�tor� kter	 de�nuje rekurzivn� funkci na z�klad� funkce
g 
 zar�
ka rekurze pro k ' �� h 
 n�sleduj�c� krok rekurze pro k ( �
de�novan	 pomoc� k�

Z t	chto z�kladn�ch funkc� m
�eme pomoc� postupn� aplikace oper�tor

vytv��et slo�it	j�� funkce�

P��klad � 
Zkusme se pod�vat na p��klad funkce f�x�� x�� ' x� (x�� Podobn	 jako

Turing
v stroj je tento formalismus pom	rn	 primitivn�� tak�e i takto jed�
noduchou funkci zde mus�me sestavit� My�lenka spo��v� v tom� �e pou�
�ijeme rekurzi �kter� n�m nahrazuje cyklus� a pomoc� rekurze v�dy vy�
tvo��me n�sledn�ka hodnoty a� k nule� kdy dosad�me hodnotu druh�ho
argumentu�

Sekvence vypad� n�sledovn	 
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f� ' s� f� ' I�� � f� ' S�
��s� I�� �� f� ' I�� � f ' R�f�� f�� p�i�em� jednot�

liv� funkce vyjad�uj� 
� f ! je funkce� kterou jsme cht	li vytvo�it �s��t�n� dvou argument
�� p�i�

�em� jsme museli aplikovat rekurzi n�sleduj�c�m zp
sobem� f��� x�� '
' x�� f�k ( �� x�� ' f�k� x�� ( �� co� znamen�� �e x� ! kr�t zv���me
hodnotu x� o jedna a pou�ijeme k tomu upravenou funkci n�sledn�ka

� f� ! je funkc� v�b	ru prvn�ho argumentu z jednoho� kterou pot�ebujeme�
abychom spr�vn	 nade"novali zar��ku rekurze funkce f

� f� ! je upraven� funkce n�sledn�ka pro druh� argument ze t�� �pou�ije
se v rekurzi dle form�ln� de"nice oper�toru�� f��x�� x�� x�� ' x� ( �

� f� ! je pot�ebn� pro vytvo�en� n�sledn�ka druh�ho argument v f�� jde
o v�b	r druh�ho argumentu ze t�� f��x�� x�� x�� ' x�

� f� ! je z�kladn� funkc� n�sledn�k pro jednu prom	nnou �f��x�� ' x�(��

Na tomto jednoduch�m p��klad	 jste vid	li� �e notace primitivn	 re�
kurzivn�ch funkc� umo�%uje mo�n� pon	kud slo�it	� ale zejm�na exaktn	
symbolicky odvodit jakoukoliv funkci� I kdy� je tato konstrukce zna�n	 od�
li�n� od formalizace algoritmick� vy��slitelnosti pomoc� TS� v kone�n�m
d
sledku m
�eme realizovat p�esn	 Turingovsky vy��sliteln� funkce pouze
pokud k de"nici primitivn	 rekurzivn�ch funkc� p�id�me jeden oper�tor
! tzv� oper�tor minimalizace� ��m� dostaneme obecn	 rekurzivn� funkce�
Jeliko� je p�esn� form�ln� de"nice pon	kud slo�it	j��� omez�me se na jeho
vysv	tlen� laick�� Jde o oper�tor� kter� umo�%uje vytvo�it funkci� kter�
vrac� nejmen�� hodnotu prvn�ho argumentu� kdy je funk�n� hodnota �� Na�
p��klad� kdybychom pot�ebovali p�i v�stavb	 ur�it� funkce zn�t nejmen��
hodnotu funkce f�x�� ' �� x� aplikovali bychom oper�tor minimalizace�
kter� by vytvo�il funkci vracej�c� v�dy �� Samoz�ejm	 by to asi v takto
jednoduch�m p��klad	 ned�valo smysl� ale tento oper�tor lze de"novat pro
libovoln� po�et prom	nn�ch a libovolnou slo�itost formule�

Dal�� velice zaj�mavou formalizac� pojmu algoritmu jsou takzvan� PL�
programy� Zmi%ujeme se o nich ihned po rekurzivn�ch funkc�ch nikoliv n��
hodou� Jak uvid�te� i kdy� jde op	t o formalizaci z naprosto jin�ho pohledu�
lze jednodu�e uk�zat� �e jejich v�po�etn� s�la je toto�n�� PL�programy �jak
ji� n�zev napov�d�� jsou formalizac�� kterou z�ejm	 ocen� sp��e program��
torsky orientovan� �ten��i� PL�program je sekvence p��kaz
� kter� mohou
obsahovat identi"k�tory �prom	nn��� Jazyk je op	t velmi jednoduch�� v z��
sad	 m�me pouze tyto p��kazy a elementy 

� P�i�azovac� p��kaz X  ' � �lze p�i�adit nulu libovoln�mu identi"k�toru�
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� P��kaz inkrementace INC X �X  ' X ( ��
� P��kaz cyklu LOOP X �seznam p��kaz
� ENDLOOP �provede seznam

p��kaz
 X�kr�t�
� N�v	�t� L� kter� ur�uje bod programu
� P��kaz skoku GOTO L �provede v programu skok do bodu L�
� Speci"kace vstup
 a v�stupu INPUT X�� X�� OUTPUT Y

P��klad � 
Nap��klad funkci f�x�� x�� ' x� ( x� lze zapsat n�sleduj�c�m PL�pro�

gramem 


INPUT X�� X
�

Y �� ��

LOOP X� INC Y� ENDLOOP

LOOP X
 INC Y� ENDLOOP


OUTPUT Y�

Pravd	podobn	 se V�m zd�� �e tento zp
sob z�pisu m� podobn� prvky
jako rekurzivn� funkce� Zamysl�te�li se nad jednotliv�mi elementy� zjist�te
nap��klad �e 
� P�i�azovac� p��kaz je v podstat	 identick� nula
� P��kaz inkrementace je vlastn	 funkc� n�sledn�ka
� P��kaz cyklu m
�e beze zbytku nahradit rekurzi

Tak� lze uk�zat� �e bez p��kazu GOTO budou PL�programy m�t stejnou
v�po�etn� s�lu jako PRF� jinak jsou ekvivalentn� ORF� D�le lze jednodu�e
simulovat libovoln� PL�program pomoc� Turingova stroje� Vlastn	 bychom
jen na p�sce TS vyhradili m�sto pro hodnoty prom	nn�ch a postupn	 na�
programovali v TS v�echny p��kazy �viz uk�zka TS ! n�sledn�k��

V�echny tyto vlastnosti nejsou jen matematickou teori�� kter� zast�e�uje
pojmy a metody� kter� vyu��v�me v informatice� Studium t	chto formali�
zac� v�m umo�n� pochopit� �e zp
sob
 z�pisu algoritmu je mnoho a i p�es
jejich r
znorodost mohou m�t stejnou vyjad�ovac�)v�po�etn� s�lu� Je to po�
dobn� jako� kdy� jeden program�tor r�d p��e sv� programy v jazyce Pascal
a jin� v jazyce C� I kdy� techniky v jednotliv�ch jazyc�ch se mohou li�it�
oba program�to�i mohou vytvo�it plnohodnotn� programy� kter� se budou
chovat identicky� Tak� d�ky objevov�n� t	chto teoretick�ch ot�zek m
�eme
hloub	ji pochopit� pro� rekurze a cyklus jsou dva navz�jem zam	niteln�
n�stroje algoritmick�ho �e�en� probl�m
� D
le�it� je� �e tyto notace jsou
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pom	rn	 pochopiteln� a lze si k nim vytv��et mnoho jednoduch�ch i slo�i�
t	j��ch p��klad
� prov�d	t p�evody mezi jednotliv�mi zp
soby formalizace
a t�m vytv��et lep�� �rove% �informatick�ho my�len�
� Pod t�mto pojmem
si p�edstavujeme schopnost navrhovat efektivn� algoritmick� �e�en� pro�
bl�m
� co� je uva�ov�n�� kter� by m	lo b�t speci"ck�m rysem ka�d�ho
informatika�


� Slo�itost �e
en� probl�mu
Kdy� u� mluv�me o efektivn�m �e�en� probl�m
� mus�me se alespo%

kr�tce zm�nit o druh� str�nce oboru� kter�m se zab�v� tento �l�nek� Je j�
takzvan� slo�itost� ��m� m
�eme ch�pat p�edev��m dv	 odli�n� vlastnosti
algoritm
 ! bu* �asovou slo�itost nebo prostorovou slo�itost� P�edstavte
si� �e n	kolik student
 dostane za �kol samostatn	 vy�e�it jist� algorit�
mick� �kol� Budeme�li p�edpokl�dat� �e v�ichni jej vy�e�� spr�vn	 a sestav�
funk�n� algoritmy �programy� je pravd	podobn�� �e ka�d� navrhne trochu
jin� zp
sob �e�en�� U t	chto program
 pak lze polo�it ot�zku� kter� je
vlastn	 nejlep��� A pr�v	 na tuto ot�zku lze �mimo jin�� nahl��et ze dvou
hledisek 
�� Kter� program d� v pr
m	ru nejrychleji v�sledek+
�� Kter� program spot�ebuje ke sv�mu spr�vn�mu chodu nejm�n	 pam	ti

�prostoru�+
Jist	 je odpov	* na tyto ot�zky d
le�it�� V�dy� aby n�m v
bec v��

po�etn� technika v na�em �ivot	 byla u�ite�n�� mus� pracovat rozumn	
dlouho a na stroj�ch s kapacitou� kter� m�me v dan� dob	 k dispozici�
Aby bylo mo�n� zade"novat exaktn	 tyto pojmy pou��v� se op	t exaktn�
pojem algoritmu� Pro na�e ��ely zvolme Turing
v stroj�

U n	j m
�eme rozli�ovat tyto z�kladn� charakteristiky 
�� Slo�itost ��asov�� v�po�tu TS na ur�it� vstup ! jde o po�et vyko�

nan�ch instrukc� TS na tento vstup �je to tedy prost� p�irozen� ��slo��
nap�� v p��kladu � v tomto textu byl uveden v�po�et Turingova stroje
na slovo ����� po�et vykonan�ch instrukc� ne� se stroj zastavil je ��

�� Slo�itost ��asov�� TS �obecn�� ! zde jde ji� o funkci� kde argument
je velikost slova a funk�n� hodnota je po�et instrukc� na slovo o t�to
velikosti v nejhor��m mo�n�m p��pad	 �je jasn�� �e r
zn�ch slov o ur�it�
velikosti je mnoho ! viz p��klad ��� pro n�� p��klad � bychom op	t
mohli p�em��let� jak� funkce to je� Stroj funguje tak� �e v�dy dojede
na konec slova �co� je n instrukc��� d�le v nejhor��m p��pad	 projde
cel� bin�rn� ��slo �slovo� pozp�tku a� na za��tek p�ed prvn� symbol
a skon�� v koncov�m stavu�n ( � krok
�� Slo�itost toho TS je tedy
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f�n� ' n ( n ( � ' �n ( �
�� Odhad ��asov�� slo�itosti TS je zjednodu�en�m funkce slo�itosti TS�

V	t�inou n�s toti� nezaj�m� p�esn� funkce jako ve v��e uveden�m p���
pad	� ale sta�� n�m jen ta nejd
le�it	j�� ��st funkce �kterou ozna��me
O�f��� kter� roste nejrychleji� vzhledem k velikosti vstupn�ho slova� V	t�
�inou se za tyto funkce berou f�n� ' n� f�n� ' n�� � � � atd�
Tedy u na�eho p��kladu by odhad byl O�n��

�� T��da ��asov�� slo�itosti je mno�ina t	ch probl�m
� kter� jsou vy�
��slov�ny n	jak�m TS� se slo�itost� O�f�� V	t�inou se obecn	 vymezuj�
t��dy line�rn� slo�itosti �T �n��� logaritmicko�line�rn� �T �n�log�n���� kva�
dratick� �T �n���� kubick� �T �n���� � � �� polynomi�ln� �T �nk�� �PTIME��
exponenci�ln� �T ��n�� �EXPTIME�� Nap��klad do t��dy �T �n�� pat��
n�� probl�m inkrementace bin�rn�ho ��sla�

Druh� hledisko� tedy prostorov� slo�itost� m
�e b�t de"nov�na v pod�
stat	 toto�n	� pokud slo�itost v�po�tu TS deklarujeme jako po�et sym�
bol
 p�sky� kter� b	hem v�po�tu projde TS ne� se zastav�� T��dy prosto�
rov� slo�itosti se pak ozna�uj� podobn	 s p��ponou SPACE� PSPACE� EX�
PSPACE� T��dy �asov� slo�itosti a prostorov� slo�itosti pak m
�eme uspo�
��dat a intuitivn	 dok�zat n	kter� vlastnosti� Nap��klad je jasn�� �e kdy�
n	jak� probl�m pat�� do ur�it� t��dy �asov� slo�itosti� pak pat�� do p���
slu�n� t��dy prostorov� slo�itosti �nap�� PTIME � PSPACE�� Pro� tomu
tak je+ Vysv	tlen� je jednoduch�� Turing
v stroj nem
�e za �polynomi�
�ln	 mnoho
 �asu proj�t v�ce ne� �polynomi�ln	 mnoho
 symbol
� nebo�
se nem
�e p�i jedn� instrukci s hlavou posunout o v�ce ne� jeden symbol�

V informatice je na �asov� slo�itosti zalo�en jeden v�znamn� probl�m�
kter� je jen zd�nliv	 pouze teoretick�� Ve skute�nosti je v�ak v�ce �ze �i�
vota
 ne� si uv	domujeme� Jde o takzvan� P�NP PROBL�M� TS m�
podobn	 jako kone�n� automat tak� svou nedeterministickou verzi� Nede�
terminismus spo��v� ve v�ce mo�nostech p�i p�echodu z ur�it� kombinace !
stav� symbol� co� je situace b	�n�mu algoritmick�mu my�len� ciz�� nicm�n	
z hlediska slo�itosti umo�%uje p��slu�nost do efektivn	j�� t��dy nedetermi�
nistick� slo�itosti� Vezm	me si p��klad probl�mu obchodn�ho cestuj�c�ho�
Spo��v� v hled�n� nejefektivn	j�� �nejkrat��� cesty mezi n	kolika m	sty�
p�i�em� chceme nav�t�vit v�echna m	sta pr�v	 jednou a vr�tit se do v��
choz�ho� Jedin� �klasick� deterministick�
 �e�en�� kter� je mo�n�� spo��v�
v z�sad	 v�dy ve zkou�en� v�ech mo�n�ch posloupnost� �existuj� i vylep�
�en�� kter� ��ste�n	 zlep�uj� slo�itost� nikoliv ale v principu�� Tedy takov�
algoritmy pat�� do t��dy �EXPTIME�� Nicm�n	 s pomoc� nedeterministic�
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k�ho TS m
�eme tento probl�m �e�it ve t��d	 NPTIME �nedeterministick�
polynomi�ln� slo�itost�� Teoretick� trik �by� v praxi prozat�m nic nep�in��
�ej�c�� je v tom� �e takov� nedeterministick� stroj by prost	 mohl z ka�d�ho
m	sta zvolit jakoukoliv mo�nost a jeliko� n�s nezaj�m�� jak dok��e TS tuto
nejlep�� mo�nost naj�t� je jeho slo�itost line�rn� �tu spr�vnou mo�nost TS
prost	 uhodne��

Pro� je to pro praxi d
le�it�+ Kdyby se poda�ilo dok�zat� �e t��da
PTIME ' NPTIME �jinak �e�eno by pro ka�d� probl�m� kter� lze �e�
�it nedeterministicky� existoval i deterministick� polynomi�ln� algoritmus��
pak bychom na�li polynomi�ln� deterministick� algoritmus pro �e�en� opti�
maliza�n�ch probl�m
� Tyto probl�my se v ka�dodenn�m �ivot	 �e�� �asto
�kup��kladu sestaven� rozvrhu hodinu na �kole�� Jeliko� je v�ak um�me �e�it
pouze v exponenci�ln� �ase� jsou p�i velk�m rozsahu nezvl�dnuteln�� Sesta�
v�me jinak �e�eno algoritmus� kter� pro mal� po�et vstupn�ch prvk
 �t�eba
m	st u probl�mu obchodn�ho cestuj�c�ho� funguje� ale existuje jist� mez�
kdy algoritmus bude trvat ne�nosn	 dlouho a nepom
�e n�m ani zv��en�
v�konu stroje� kter� algoritmus realizuje� Na vin	 je toti� ona exponenci�
�ln� funkce slo�itosti� kdy r
st t�to funkce je v�dy od ur�it� hodnoty p��li�
strm��

� Z�v�r
Pokusili jsme se na pom	rn	 mal�m prostoru uk�zat na z�kladn� pro�

bl�my teorie vy��slitelnosti a slo�itosti� a to s ohledem na jejich v�znam pro
vzd	l�v�n� informatik
 a to nejen na �rovni vysok�ho �kolstv�� Probl�my�
kter� zkoum� tato teorie� sice vypadaj� odta�it	� slo�it	 a zna�n	 formali�
zovan�� ale jejich v�znam pro schopnost algoritmicky myslet� uv	domovat
si �e�itelnost probl�m
 a efektivitu �e�en� je velk��
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