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Problematika rozvrhov�n� zak�zek a pl�nov�n� jejich zpracov�n� pat��
mezi tradi�n� �lohy �e�en� na po��ta��ch� V na�ich program�torsk�ch sou	
t
��ch pro st�edo�kol�ky se v�ak toto t�ma vyskytuje pom
rn
 z��dka�
V minul�m �
� ro�n�ku Matematick� olympi�dy � kategorie P se obje	
vila jedna �loha z t�to oblasti v dom�c�m kole a na ni nav�zala podobn�
�loha i v kole krajsk�m� Ob
 �lohy a jejich autorsk� �e�en� p�ipravili �le	
nov� �lohov� komise MO	P z MFF UK Praha RNDr� Daniel Kr�l� � PhD�

a Milan Straka� V dne�n�m pokra�ov�n� s�rie �l�nk� o zaj�mav�ch �loh�ch
z program�torsk�ch sout
�� se budeme v
novat podrobn
ji prvn� z t
chto
�loh� Jej� zad�n� uvedeme v p�vodn�m zn
n�� �e�en� ov�em rozebereme po	
n
kud podrobn
ji v�etn
 uk�zkov�ho programu v Pascalu� V z�v
ru �l�nku
najdete i zad�n� navazuj�c� druh� �lohy s kr�tk�m n�vodem k �e�en��

Pr�delna

Bo�ivoj se rozhodl� �e za�ne podnikat� a to ve velk�m� Jednou v noci�
pot� co upadl v koupeln
� dostal skv
l� n�pad� otev�e si pr�delnu� Ka�d��
kdo p�ijde� si bude moci za mal� obnos p�j�it pra�ku� pokud bude n
jak�
voln�� a vypere si sv� pr�dlo� Ihned se tedy zeptal sv�ch p��tel� zda by
cht
li jeho pr�delnu nav�t
vovat� a zjistil� �e z�jem je opravdu velk�� Brzy
ani nev
d
l� kolik pra�ek bude v�bec pot�ebovat� aby se dostalo na v�echny
z�kazn�ky� A proto se rozhodl obr�tit se na v�s s prosbou o pomoc�
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Sout��n� �loha� Na vstupu dostanete po�et zak�zek� kter� Bo�ivoj na je	
den konkr�tn� den obdr�el� U ka�d� zak�zky v�te �as p��chodu z�kazn�ka
a dobu� na jakou si chce pronajmout jednu pra�ku� Po�adavky z�kazn�k�
nejsou uvedeny v ��dn�m konkr�tn�m po�ad�� Va��m �kolem je zjistit� kolik
nejm�n
 pra�ek bude Bo�ivoj pot�ebovat� aby si ka�d� z�kazn�k mohl pro	
najmout pra�ku na celou po�adovanou dobu od sv�ho p��chodu� Krom
 mi	
nim�ln�ho po�tu pra�ek mus�te pro Bo�ivoje vytvo�it je�t
 seznam� podle
kter�ho bude pos�lat z�kazn�ky k voln�m pra�k�m�

Form�t vstupu� Prvn� ��dka textov�ho souboru pradelna�in obsahuje jedin�
p�irozen� ��slo N � ���� � po�et z�kazn�k�� Dal��ch N ��dek obsahuje in	
formace o jednotliv�ch z�kazn�c�ch� na i	t� z t
chto ��dek je uveden �as Ti�
kdy chce z�kazn�k p�ij�t� a doba T �

i
� na kterou si chce pronajmout pra�ku�

M��ete p�edpokl�dat� �e Ti a T �

i
jsou cel� ��sla od � do � ����������

Form�t v	stupu� Prvn� ��dka textov�ho souboru pradelna�out obsahuje je	
din� ��slo P � nejmen�� mo�n� po�et pra�ek� s nimi� m��e Bo�ivoj obslou�it
v�echny z�kazn�ky� Dal��ch N ��dek bude obsahovat N ��sel a� a� aN � p�i	
�em� ai je ��slo pra�ky� kterou m� pou��t i	t� z�kazn�k� P�edpokl�dejte�
�e pra�ky budou o��slov�ny od � do P �

P��klad�
pradelna�in pradelna�out

� �

���� ���� �

���� ��� �

���� ��� �

���� ��� �

�e�en� �lohy je zalo�eno na metod
 zvan� po��ta�ov� simulace� Budeme
sledovat� co se s postupuj�c�m �asem odehr�v� v pr�deln
� Zaj�mav� jsou
pro n�s okam�iky� kdy n
kter� z�kazn�k p�ich�z� do pr�delny� a okam�iky�
kdy n
kdo dokon�il pran� a z pr�delny odch�z�� T
mto d�le�it�m okam�i	
k�m� v nich� se n
jak skokov
 m
n� stav simulovan�ho syst�mu� se ��k�
ud�losti� Pro N z�kazn�k� bude tedy existovat celkem �N ud�lost�� �asy
jednotliv�ch ud�lost� lehce ur��me p��mo ze vstupn�ch dat� V�echny ud�	
losti si mus�me nejprve se�adit vzestupn
 podle jejich �asu� abychom je
n�sledn
 mohli proch�zet a zpracov�vat chronologicky�
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P�i vlastn� simulaci se postupn
 zvy�uje hodnota simul�rn�ho �asu� tj�
nastaven� pomysln�ch hodin v simulovan�m syst�mu� Simul�rn� �as ne	
roste spojit
 jako ve skute�nosti� ale m
n� se skokem tak� �e nab�v� jenom
hodnot �asu jednotliv�ch ud�lost�� V�dy se zpracuj� v�echny ud�losti� kter�
nastanou v p��slu�n�m �ase� a pot� se simul�rn� �as op
t zv���� �as v si	
mulovan�m syst�mu tedy postupn
 nab�v� jen jist�ch diskr�tn�ch hodnot�
a proto se tato metoda v�po�tu ozna�uje jako diskr�tn� po��ta�ov� simu	
lace�
Vra�me se nyn� zp
t k �e�en� �loze� P�edem nev�me� kolik pra�ek bu	

deme pot�ebovat m�t v simulovan�m syst�mu �tj� v pr�deln
�� Na��m c�lem
ale je m�t jich co nejm�n
� Za�neme proto s �pr�zdnou pr�delnou� bez
pra�ek a pra�ky do n� budeme postupn
 p�id�vat v�dy� kdy� to pot�eba�
P�i ka�d�m p��chodu z�kazn�ka se pod�v�me� zda m�me moment�ln
 n
	
jakou volnou pra�ku� a pokud ano� po�leme ho k n�� Je	li p�i p��chodu
z�kazn�ka voln�ch pra�ek v�ce� jist
 mu m��eme p�id
lit jednu libovolnou
z nich� nebo� v�echny jsou rovnocenn�� Pokud volnou pra�ku nem�me� je
nutn� zv��it po�et pra�ek v pr�deln
� Nastal toti� okam�ik� kdy chce pr�t
z�rove� v�ce z�kazn�ku� ne� kolik jsme m
li dosud pra�ek� P�ich�zej�c�ho
z�kazn�ka pochopiteln
 po�leme k t�to nov� pra�ce� P�i ka�d�m odchodu
z�kazn�ka si jen poznamen�me� �e jemu p�id
len� pra�ka byla uvoln
na�
Pro efektivn� realizaci tohoto postupu si mus�me udr�ovat seznam v�ech
voln�ch pra�ek a tak� evidenci� kter� z�kazn�k byl nebo je�t
 je u kter�
pra�ky�
Po zpracov�n� v�ech ud�lost�� tzn� po odchodu posledn�ho z�kazn�ka�

budeme zn�t minim�ln� nezbytn� po�et pra�ek a budeme m�t i zazna	
men�no� u kter� pra�ky byl kter� z�kazn�k� P�esn
 to jsou po�adovan�
v�stupn� �daje� Nalezen� v�sledek je jist
 spr�vn�� nebo� po�et pra�ek
v pr�deln
 jsme zvy�ovali pouze v okam�iku� kdy to bylo objektivn
 zcela
nezbytn� �kdy� v�echny pra�ky byly obsazen� a p�ich�zel dal�� z�kazn�k��
Zb�v� zamyslet se nad t�m� jak budeme zpracov�vat v�ce ud�lost�� kter�

nastaly v t�m�e okam�iku� Pokud ve stejn�m okam�iku n
kter� z�kazn�k
kon�� pran� a jin� p�ich�z� do pr�delny� m��e nov
 p��choz� z�kazn�k dostat
p�id
lenu pr�v
 uvoln
nou pra�ku� M�me	li tedy v�ce ud�lost� stejn�m �a	
sem� je t�eba zpracovat nejprve v�echny odchody �aby se uvolnily pra�ky�
a a� pot� v�echny p��chody z�kazn�k�� Nejlep�� je pamatovat na to ji�
p�i �azen� ud�lost� podle �asu a v p��pad
 shodn�ho �asu rovnou um�stit
odchody p�ed p��chody z�kazn�k��
Na z�v
r popisu algoritmu odhadneme je�t
 jeho �asovou a pam
�o	
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vou slo�itost� Na�ten� vstupn�ch dat a vytvo�en� ud�lost� m� jist
 �aso	
vou slo�itost O�N�� Pot� je t�eba v�ech �N ud�lost� uspo��dat� Se�azen�
K hodnot podle velikosti lze prov�st nejrychleji vhodn�m t��dic�m algo	
ritmem s �asovou slo�itost� O�K � logK�� pou��t m��eme nap��klad t��	
d
n� haldou �heapsort�� V na�em p��pad
 K � � � N a �N � log��N� �
�N�log �  logN� � O�N logN�� tak�e tato p��pravn� f�ze �e�en� m�
�asovou slo�itost O�N � logN�� Vlastn� simulace p�edstavuje jeden sek	
ven�n� pr�chod v�emi set��d
n�mi ud�lostmi� ka�dou z nich zpracujeme
v konstantn�m �ase� �asov� slo�itost simulace je tedy O�N�� �asov� slo�i	
tost cel�ho algoritmu je d�na slo�itost� nejpomalej�� f�ze a je proto rovna
O�N � logN�� Pro ulo�en� v�ech ud�lost� pot�ebujeme pole velikosti �N
z�znam�� jejich set��d
n� se provede na m�st
 v tomto poli� P�i vlastn� si	
mulaci pak pot�ebujeme pole velikostiN na ulo�en� seznamu pr�v
 voln�ch
pra�ek a dal�� pole velikosti N na evidenci p�i�azen� pra�ek jednotliv�m
z�kazn�k�m� Celkov� pam
�ov� slo�itost algoritmu je proto O�N��

program Pradelna� 	MO
P ��
I
��

	jednoduch� diskr
tn� po��ta�ov� simulace�

const MaxN � ����� 	maxim�ln� po�et z�kazn�k��

type TUdalost � record

Cas� longint� 	�as ud�losti�

Prichod� boolean� 	true � p��chod�

false � odchod�

Zakaznik� integer 	��slo z�kazn�ka�

end�

TUdalosti � array������MaxN� of TUdalost�

	typ pro pole ud�lost��

var Udalosti� TUdalosti� 	pole ud�lost��

N� integer� 	po�et z�kazn�k��

P� integer� 	po�et pra�ek�

Pracka� array����MaxN� of integer�

	p�i�azen� pra�ky jednotliv�m z�kazn�k�m�

Volne� array����MaxN� of integer�

	seznam ��sel voln�ch pra�ek � z�sobn�k�

V� integer� 	po�et voln�ch pra�ek � vrchol z�sobn�ku�
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I� T� X� integer�

procedure Seradit�var U� TUdalosti� Zac� Kon� integer��

	Se�ad� prvky pole U typu TUdalosti v rostouc�m po�ad�

podle polo�ky Cas�

V p��pad� v�skytu v�ce z�znam� se stejnou hodnotou

polo�ky Cas �ad� podle hodnoty polo�ky Prichod

�nejprve z�znamy s hodnotou false� potom s true��

T��d�n
 prvky jsou v poli U um�st�ny v rozmez� index�

od Zac do Kon�

Pou�it� algoritmus� Quicksort�

var X� TUdalost� 	hodnota pro rozd�len� na �seky�

Q� TUdalost� 	pro v�m�nu prvk� v poli�

I� J� integer� 	posouvan
 pracovn� indexy v poli�

function Mensi�A� B� TUdalost�� boolean�

	porovn�v� po�ad� dvou ud�lost�� true �� A�B �

begin

Mensi �� �A�Cas � B�Cas� or

��A�Cas � B�Cas� and not A�Prichod

and B�Prichod�

end�

function Vetsi�A� B� TUdalost�� boolean�

	porovn�v� po�ad� dvou ud�lost�� true �� A B �

begin

Vetsi �� �A�Cas  B�Cas� or

��A�Cas � B�Cas� and A�Prichod

and not B�Prichod�

end�

begin 	Seradit�

I �� Zac�

J �� Kon�

X �� U��Zac!Kon� div ���

	za hodnotu X vezmeme prost�edn� prvek ve zkouman
m �seku�

repeat
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while Mensi�U�I�� X� do inc�I�� 	U�I� � X�

while Vetsi�U�J�� X� do dec�J�� 	U�J�  X�

if I � J then 	vym�nit prvky s indexy I a J�

begin

Q �� U�I�� U�I� �� U�J�� U�J� �� Q�

inc�I�� dec�J�� 	posun index� na dal"� prvky�

end

else if I � J then

	indexy I a J se se"ly� oba ukazuj� na hodnotu X�

begin

inc�I�� dec�J�

	posun index� na dal"� prvky 
 kv�li ukon�en� cyklu�

end

until I  J�

	�sek �Zac�Kon je rozd�len na �seky �Zac�J a �I�Kon �

kter
 zpracujeme rekurzivn�m vol�n�m procedury��

if Zac � J then Seradit�U� Zac� J��

if I � Kon then Seradit�U� I� Kon��

end� 	Seradit�

begin

	Na�ten� vstupn�ch dat a vytvo�en� ud�lost���

readln�N��

for I��� to N do

begin

read�Udalosti���I
���Cas��

Udalosti���I
���Prichod ��true�

Udalosti���I
���Zakaznik �� I�

readln�T��

Udalosti���I��Cas ��Udalosti���I
���Cas ! T�

Udalosti���I��Prichod ��false�

Udalosti���I��Zakaznik �� I�

end�

	Se�azen� ud�lost� podle rostouc�ho �asu�

v p��pad� shody �asu d��ve odchody��

Seradit�Udalosti� �� ��N��
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	Vlastn� simulace d�n� v pr�deln���

P �� �� 	za��n�me bez pra�ek�

V �� �� 	��dn� pra�ka nen� voln��

for I��� to ��N do 	zpracov�n� I
t
 ud�losti�

if Udalosti�I��Prichod then

begin

if V�� then 	nen� voln� pra�ka�

begin

inc�P�� 	p�id�me novou pra�ku�

X �� P 	p�id�l�me ji z�kazn�kovi�

end

else 	je voln� pra�ka�

begin

X �� Volne�V�� 	obsad�me jednu volnou pra�ku�

dec�V� 	sn���me po�et voln�ch pra�ek�

end�

Pracka�Udalosti�I��Zakaznik� �� X

end

else 	ud�lost je odchod z�kazn�ka�

begin

inc�V�� 	uvoln�me jeho pra�ku�

Volne�V� �� Pracka�Udalosti�I��Zakaznik�

end�

	V�pis v�sledk���

writeln�P��

for I��� to N do

writeln�Pracka�I��

end�

K se�azen� prvk� v poli Udalosti lze pou��t libovoln� standardn� t��	
dic� algoritmus �procedura Seradit�� V uveden� programov� uk�zce jsme
pro jednoduchost pou�ili algoritmus quicksort� kter� n�m d�v� pr�m
r	
nou �asovou slo�itost O�N logN�� Chceme	li m�t zaji�t
nu �asovou slo�i	
tost O�N logN� i v nejhor��m p��pad
� m��eme m�sto n
j pou��t nap��	
klad heapsort� Oba algoritmy jsou v�eobecn
 zn�m� a jejich popis najdete
v mnoha u�ebnic�ch programov�n��
V krajsk�m kole sout
�e se �e�itel� setkali s modi!kac� t�to �lohy� Jej�

zad�n� op
t uvedeme v p�vodn�m zn
n��
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Pr�deln� sal�n

Z Bo�ivoje se stal d�ky va�� pomoci �sp
�n� podnikatel a jeho klientela
zahrnuje i bohat�� a malichern
j�� z�kazn�ky� Pokud toti� n
jak� z�kazn�k
uvid� dva r�zn� z�kazn�ky pou��vat stejnou pra�ku� nebude u� tuto pr�	
delnu d�le nav�t
vovat� �No pova�te� p�ece nelze pr�t pr�dlo s lidmi� kte��
nemaj� na to� aby si zaplatili pra�ku sami pro sebe"�
Sout
�n� �loha� Na vstupu dostanete N � ����� � po�et z�kazn�k��

kte�� nav�t�v� Bo�ivojovu pr�delnu b
hem jednoho dne� U ka�d�ho z�kaz	
n�ka je zad�n �as jeho p��chodu a doba� na jakou si chce pronajmout pra�ku
�oboj� jsou cel� ��sla mezi � a � ��� ��� ����� Po�adavky z�kazn�k� nejsou
uvedeny v ��dn�m konkr�tn�m po�ad��
Va��m �kolem je zjistit� kolik nejm�n
 pra�ek Bo�ivoj pot�ebuje� aby

v�ichni jeho z�kazn�ci byli zcela spokojeni� Z�kazn�k bude spokojen� pokud
si bude moci pronajmout pra�ku od okam�iku p��chodu na dobu� kterou
po�aduje �je samoz�ejm�� �e jednu pra�ku nemohou pou��vat dva r�zn�
z�kazn�ci sou�asn
�� a nav�c b
hem doby� kdy bude pr�t� nebude ��dnou
pra�ku vyu��vat v�ce z�kazn�k� po sob
�
Krom
 ur�en� minim�ln�ho po�tu pra�ek mus�te pro Bo�ivoje vytvo�it

je�t
 seznam� podle kter�ho bude pos�lat z�kazn�ky k voln�m pra�k�m�
P��klad� Pro � z�kazn�k�� jejich� p��chody a doby pran� jsou

���� ����

���� ����

���� ���

���� ���

���� ����

jsou pot�eba alespo� � pra�ky a p�i�azen� pra�ek z�kazn�k�m nap��klad
takov��

z�kazn�k � bude u pra�ky �

z�kazn�k � bude u pra�ky �

z�kazn�k � bude u pra�ky �

z�kazn�k � bude u pra�ky �

z�kazn�k � bude u pra�ky �

V�imn
te si� �e z�kazn�ci � a � nemohou dostat stejnou pra�ku� proto�e
by je vid
l z�kazn�k � pracovat u stejn� pra�ky�
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�e�en� t�to varianty �lohy je velmi podobn� postupu� s n�m� jsme se
pr�v
 sezn�mili� Z hlediska algoritmu jedin� rozd�l spo��v� v tom� �e kdy�
n
jak� z�kazn�k Z odch�z�� uvoln� se jeho pra�ka pro okam�it� dal�� po	
u�it� jedin
 v p��pad
� �e v pr�deln
 zrovna nikdo jin� nen�� Pokud jsou
v pr�deln
 n
jac� z�kazn�ci� z�stane uvoln
n� pra�ka �zablokov�na� a ne	
sm� se pou��t pro nikoho dal��ho tak dlouho� dokud neodejde posledn� ze
z�kazn�k� p��tomn�ch v pr�deln
 p�i odchodu z�kazn�ka Z� Tento po�a	
davek lze realizovat r�zn�mi zp�soby� Zkuste si s pomoc� na�eho n�vodu
dokon�it �e�en� sami� Zvol�te	li vhodn� postup� �asov� slo�itost algoritmu
se oproti slo�itosti �e�en� �lohy z dom�c�ho kola nezv���� Pokud by v�s za	
j�malo� jak elegantn
 a efektivn
 vy�e�ili tento probl�m auto�i sout
�n�ch
�loh� jejich vzorov� �e�en� najdete na Internetu na webov�ch str�nk�ch
Matematick� olympi�dy � kategorie P http�$$mo�m%�cuni�cz$ v arch�vu
�loh ��loha �
	II	���

Rie�enie kon�truk�n�ch �loh na
stredov� s�mernos� pomocou Cabri
geometrie

STANISLAV LUK��

Pr�rodovedeck� fakulta UPJ�� Ko�ice� SLOVENSKO

�vod
T�mto �l�nkom by sme radi nadviazali na �l�nok &�'� v ktorom boli op�	

san� mo�nosti vyu�itia programu Cabri geometria v �vodnej etape v�u�by
osovej s�mernosti� Uviedli sme v �om syst�m �loh zameran� na sk�manie
vlastnost� osovej s�mernosti a osovo s�mern�ch �tvarov� D(le�it�m vzdel�	
vac�m ciel)om vyu�ovania �asti geometrie zameranej na zhodn� zobrazenia
je aplikovanie osvojen�ch poznatkov na rie�enie kon�truk�n�ch �loh� Pri
ich rie�en� musia �tudenti hl)ada� vz�ahy medzi nezn�mymi prvkami a na
z�klade nich zobrazova� �tvary vyhovuj�ce zadaniu �lohy� Tieto �innosti
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vy�aduj� uplat�ovanie logick�ho a analytick�ho myslenia� �o niektor�m
�tudentom m(�e sp(sobova� zna�n� probl�my� Z uveden�ch d(vodov po	
va�uj� �tudenti kon�truk�n� �lohy za vel)mi n�ro�n� a ich rie�enie nepatr�
medzi ich obl)�ben� �innosti na hodin�ch matematiky� Vlastnosti a r(z	
norod� prostriedky dynamick�ho geometrick�ho syst�mu Cabri geometria
mo�no vyu�i� aj pri rie�en� kon�truk�n�ch �loh�
V �l�nku sa budeme tentokr�t zaobera� kon�truk�n�mi �lohami na stre	

dov� s�mernos�� Z bohatej ponuky pr�kazov a n�strojov programu Cabri
geometria sme sa sna�ili vybra� a op�sa� tie� ktor� poskytuj� mo�nosti
pre hl)adanie vz�ahov medzi nezn�mymi prvkami kon�trukcie� sk�manie
vlastnost� kon�trukci� a pre ur�ovanie podmienok rie�itel)nosti �loh� Cabri
geometria a in� programy tohto typu prin��aj� do vyu�ovania matematiky
nov� technol+gie vlastn� dynamick�m kon�trukci�m� ktor� umo��uj� r(zne
sp(soby ich vyu�itia nielen �tudentom pri tvorbe a sk�man� kon�trukci�� ale
aj u�itel)om pri pr�prave a realiz�cii v�u�by� Pri tvorbe dynamick�ch kon	
�trukci� sa pomocou pr�kazov programu vyu��vaj� prvky dan�ch objektov
�tzv� vol)n� prvky� pre kon�trukciu na nich naviazan�ch objektov �tzv� via	
zan� prvky�� Aby viazan� prvky kon�trukcie mali zodpovedaj�cu vlastnos�
�napr� kru�nica prech�dzala dan�m bodom alebo mala ur�en� polomer��
je potrebn� vybra� z ponuky spr�vne pr�kazy a presne vybera� ukazova	
tel)om na n�kresni objekty podl)a pokynov programu� ktor� sa zobrazuj�
v bl�zkosti ukazovatel)a� Pri zmene polohy alebo in�ch vlastnost� vol)n�ch
prvkov kon�trukcie program automaticky prekresl� na nich odvoden� ob	
jekty podl)a ich vz�ahu k menen�m vol)n�m prvkom� Tak�mto sp(sobom
m(�eme na n�kresni postupne zobrazova� rozli�n� konkr�tne pr�pady kon	
�trukcie v z�vislosti od zadan�ch prvkov� Uveden� mo�nosti programu sa
budeme sna�i� ilustrova� pri rie�en� kon�truk�n�ch �loh zalo�enom na vyu	
��van� u� osvojen�ch z�kladn�ch vlastnost� stredovej s�mernosti a stredovo
s�mern�ch �tvarov� Vybran� kon�truk�n� �lohy sme rozdelili do �tyroch
skup�n� ktor� reprezentuj� r(zne typy kon�truk�n�ch �loh nach�dzaj�cich
sa v u�ebniciach matematiky�

Kon�truk�n� 	lohy
Ako u� bolo uveden� z hl)adiska vyu�ovac�ch ciel)ov tvor� rie�enie kon	

�truk�n�ch �loh d(le�it� s��as� vyu�ovania matematiky� �astou chybou
pri rie�en� kon�truk�n�ch �loh je� �e �tudenti po ne�plnom alebo nespr�v	
nom rozbore rie�enia �lohy pristupuj� ku kon�trukcii� v ktorej sa potom
sna�ia �pekulat�vnymi sp(sobmi dokresli� hl)adan� �tvary� Ak je kon�truk	
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cia zostrojovan� na papieri� kde sa e�te m(�u pridru�i� aj chyby vypl�vaj	
�ce z nepresnosti rysovania� m(�e by� niekedy problematick� r�chlo objavi�
chyby v postupe kon�trukcie� Pri tvorbe kon�trukci� v programe Cabri geo	
metria by sa chyby tohto druhu mali r�chlo prejavi� po zmen�ch vol)n�ch
prvkov kon�trukcie ved�cich k zobrazeniu r(znych konkr�tnych pr�padov�
T�to vlastnos� je v s�lade aj s vyu�ovac�m ciel)om rie�enia kon�truk�n�ch
�loh� spo��vaj�com v hl)adan� v�eobecn�ho postupu rie�enia kon�truk�nej
�lohy� -al��m prostriedkom pre sk�manie kon�trukcie a hl)adanie pr�pad	
n�ch ch�b je pr�kaz na prehratie kon�trukcie� ktor� umo��uje postupne
zobrazova� jednotliv� kroky ved�ce k vytvoreniu v�slednej kon�trukcie na
n�kresni�


� Kon�trukcia dvojice hl�adan
ch bodov na z�klade zn�meho
stredu s	mernosti
Do prvej skupiny sme zaradili kon�truk�n� �lohy zameran� naj�astej	

�ie na kon�trukcie trojuholn�kov� ktor�ch dva nezn�me vrcholy maj� za	
dan� vlastnos� ur�uj�cu �tvar v rovine� pri�om je zadan� stred s�mernosti
hl)adan�ch bodov� Ako pr�klad mo�no uvies� kon�trukciu trojuholn�ka s da	
n�mi �a�nicami alebo �lohu� Dan� je �se�kaAS s vel)kos�ou � cm� Zostrojte

trojuholn�k ABC s �a�nicou AS� ak vel)kos� uhla ACB je ��� a d.�ka strany
AB je # cm�
Podrobnej�ie sa budeme venova� rie�eniu nasledovnej �lohy� Dan� je

�se�ka AS s vel)kos�ou 
�� cm� Zostrojte v�etky trojuholn�ky ABC s �a�	
nicou AS tak� aby vb � 
 cm a vc � # cm� Na obr�zku � predstavuj�com
zjednodu�en� n��rt trojuholn�ka ABC s� zv�raznen� zadan� prvky a zob	
razen� kolm� priemety bodu S na strany AC a AB� Trojuholn�ky BPcS

a BQcC s� podl)a vety uu podobn� s pomerom podobnosti �� D.�ka �se�ky

SPc je potom rovn� polovici d.�ky v��ky vc �� cm�� Ke/�e uhol SPcB je
prav�� priamka AB predstavuje doty�nicu ku kru�nici k�S� SPc�� Podobn�
�vahu vyu�ijeme pre trojuholn�ky CQbB a CPbS� Priamka AC je po	
tom doty�nicou ku kru�nici l�S� SPb�� Body B a C s� s�merne zdru�en�
v stredovej s�mernosti ur�enej bodom S� Preto priese�n�k priamky pred	
stavuj�cej obraz jednej doty�nice v stredovej s�mernosti podl)a bodu S
a druhej doty�nice ur�uje /al�� vrchol trojuholn�ka ABC�
Kon�trukcia jedn�ho trojuholn�kaABC s dan�mi vlastnos�ami je zobra	

zen� na obr�zku �� Z bodu A mo�no zostroji� dve doty�nice ku kru�nici k�
ktor� s� osovo s�mern� podl)a priamky AS� Podobne mo�no zostroji� aj
dve doty�nice kru�nice l prech�dzaj�ce bodom A� Ak by sme vyu�ili dve
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nov� doty�nice nezobrazen� na obr�zku � pre kon�trukciu hl)adan�ho tro	
juholn�ka� z�skali by sme druh� rie�enie �lohy predstavuj�ce trojuholn�k
osovo s�mern� s trojuholn�kom ABC podl)a priamky AS� -al�ie dva osovo
s�mern� trojuholn�ky podl)a priamky AS vyhovuj�ce zadaniu �lohy mo�no
zostroji� vyu�it�m zvy�n�ch dvoch dvoj�c doty�n�c kru�n�c k a l� Z�skali
by sme tak v�etky �tyri rie�enia �lohy� Aby v�ak �loha pre dan� vstupn�
�daje v(bec mala rie�enie� mus� Talesova �Thaletova� kru�nica zostrojen�
nad priemerom AS pretn�� kru�nice k aj l� To je splnen� vtedy� ak s��asne
platia nasleduj�ce podmienky� rk � vc�� � jASj a rl � vb�� � jASj�

�����
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Pri rie�en� kon�truk�n�ch �loh sa m(�e sta�� �e �tudent zalo�� kon�truk	
ciu hl)adan�ho �tvaru na nespr�vnom predpoklade� M(�e to by� napr�klad
vz�ah platn� medzi prvkami kon�trukcie len v ur�it�ch �peci�lnych pr�pa	
doch� Pomocou programu Cabri geometria mo�no v etape hl)adania rie�enia
preveri� niektor� kroky rie�enia na viacer�ch konkr�tnych pr�padoch� �o
umo��uje r�chlo objavi� myln� �vahy� V ur�itom zmysle je to analogick�
postup ako pri testovan� algoritmov v informatike� Simul�ciu algoritmu na
vhodne zvolen�ch sad�ch vstupn�ch �dajov s�ce nepova�ujeme za d(kaz
spr�vnosti algoritmu� ale s vel)kou pravdepodobnos�ou n�m pom(�e odha	
li� chyby v nespr�vnom algoritme� U�itel) m(�e rozv�ja� schopnosti �iakov
odhal)ova� chyby v kon�trukci�ch t�m� �e priprav� pre �tudentov v�kresy
s chybn�mi kon�trukciami a nech� �tudentov nach�dza� a opravova� tieto
chyby�

�� Dokreslenie stredovo s	mern�ho 	tvaru

0lohy tohto typu s� zameran� na vyu�itie vlastnost� stredovo s�mer	
n�ch �tvarov na ich zostrojenie na z�klade dan�ch prvkov� Ako pr�klad
uv�dzame nasledovn� �lohu� Dan� s� nekoline�rne body A� B� S� Zostrojte
�tvorec MNPQ so stredom S tak� aby bod A le�al na priamke MN
a bod B na priamke PQ� Ke/�e priamkyMN a PQ s� navz�jom stredovo
s�mern� podl)a stredu S �priese�n�k uhloprie�ok �tvorca�� obraz bodu B
v stredovej s�mernosti ur�enej bodom S a bod A ur�uj� priamku� na ktorej
le�� strana �tvorca MN �
Ak m�me vytvoren� kon�trukciu hl)adan�ho �tvaru� mo�no pomocou

schr�nky skop�rova� �tvar a vyu�i� pr�kazy programu Cabri geometria na
vytvorenie v�kresu obsahuj�ceho dan� prvky a predlohu hl)adan�ho �tvaru�
ktor� m(�u �tudenti vyu�i� pre kontrolu svojho rie�enia� Uk��eme to na
tomto pr�klade� Z rovnobe�n�kaABCD zostali len priamka u� na ktorej le��
uhloprie�ka AC� bod X le�iaci na priamke CD� bod Y le�iaci na priam	
ke AB a stred P strany BC� Dokreslite rovnobe�n�k ABCD� Opisovan�
situ�ciu zobrazuje obr�zok ��
Stred �se�kyXY a bod P ur�uj� priamku� na ktorej le�� stred rovnobe�	

n�ka S� V priese�n�ku tejto priamky s priamkou u le�� bod S� podl)a ktor�ho
je rovnobe�n�k ABCD stredovo s�mern�� Rovnobe�ky s priamkou PS ve	
den� cez body X � Y obsahuj� strany AB a CD� V priese�n�ku t�chto pria	
mok s priamkou u dost�vame vrcholy A� C� Zvy�n� vrcholy rovnobe�n�ka
mo�no l)ahko zostroji� vyu�it�m stredovej s�mernosti ur�enej stredmi P
a S�
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Pr�kaz na prehratie kon�trukcie umo��uje pri zobrazovan� jednotliv�ch
krokov kon�trukcie zachova� priebe�n� stav ur�en� od za�iatku po l)ubo	
vol)n� krok kon�trukcie a vymaza� v�etky nesk(r zostrojen� �tvary� Tento
postup mo�no vhodne vyu�i� pri preformulov�van� �loh v etape pr�pravy
na vyu�ovaciu hodinu� Modi!k�ciu zadania �lohy budeme ilustrova� na
nasledovnom pr�klade� Dan� s� nekoline�rne body X � P � V � Zostrojte rov	
nobe�n�k ABCD� ak bod X le�� na priamke ur�enej stranou AD� bod P je
stred strany AB a bod V je stred �se�ky AS� kde S je priese�n�k uhloprie	
�ok rovnobe�n�ka ABCD� Po zakreslen� dan�ch bodov zostroj�me bod Q
ako obraz bodu P v stredovej s�mernosti ur�enej bodom V a bod R ako
obraz bodu P v stredovej s�mernosti ur�enej bodom Q� Bod Q je stredom
strany AD a bod R le�� na priamke ur�enej stranou CD� Na rovnobe�ke
s priamkou QX vedenej cez bod P le�� stred rovnobe�n�ka S�
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Na zostrojenie bodu S potrebujeme /al�iu inform�ciu� Mohli by sme
napr�klad do zadania doplni� bod Y le�iaci na priamke ur�enej stranou
CD� Potom by u� na priamke RY le�ali body C� D a na priamke rov	
nobe�nej s RY vedenej cez bod Q by le�al bod S� tak�e by sme ho u�
vedeli zostroji�� Nech v�ak �tvrt� dan� bod Y le�� na priamke ur�enej uh	
loprie�kou BD� Podl)a vety sus s� trojuholn�ky PAQ a BAD podobn��
preto rovnobe�ka s priamkou PQ veden� cez bod Y obsahuje bod S� Po
zostrojen� bodu S a vrcholu D l)ahko dokresl�me /al�ie vrcholy rovnobe�	
n�ka ABCD� V�sledn� kon�trukcia je zobrazen� na obr�zku 
�

�� Dokreslenie navz�jom stredovo s	mern
ch 	tvarov
Program Cabri geometria poskytuje pr�kazy na jednoduch� a r�chle

zostrojovanie obrazov �tvarov v z�kladn�ch typoch zhodn�ch zobrazen��
Tieto mo�nosti mo�no vhodne vyu�i� pri rie�en� kon�truk�n�ch �loh za	
meran�ch na zostrojovanie dvojice navz�jom stredovo s�mern�ch �tvarov�
Ako pr�klad uve/me nasledovn� �lohu� Dan� s� body A� C� B�� S�

o
� kde

S�

o je stred op�sanej kru�nice trojuholn�ku A
�B�C �� Zostrojte trojuholn�ky

ABC a A�B�C �� ak s� navz�jom stredovo s�mern�� Sta�� si uvedomi�� �e
stred kru�nice op�sanej trojuholn�ku ABC le�� na osi �se�ky AC a polo	
mery op�san�ch kru�n�c stredovo s�mern�ch trojuholn�kov s� rovnak��
Kon�truk�ne zauj�mavej�ia je nasleduj�ca �loha� Dan� je �a�nica AP

trojuholn�ka ABC s prav�m uhlom pri vrchole B� bod B� a priamka p�

prech�dzaj�ca bodom B�� na ktorej le�� �a�nica t�
b
trojuholn�ka A�B�C ��

Zostrojte trojuholn�ky ABC a A�B�C �� ak s� navz�jom stredovo s�mern��
Ak zostroj�me �a�isko trojuholn�kaABC� potom vrcholB le�� na priamke p
rovnobe�nej s p� vedenej cez �a�isko T � Bod T bol na v�krese zostrojen� vy	
u�it�m pomocnej kon�trukcie rozdel)uj�cej �se�ku AP v pomere ���� ktor�
sme pre v1��iu prehl)adnos� kon�trukcie ukryli� Ke/�e uhol ABP je prav��
vrchol B le�� v priese�n�ku priamky p a Talesovej kru�nice zostrojenej
nad priemerom AP � Stred s�mernosti hl)adan�ch trojuholn�kov je v strede
�se�ky BB�� Na obr�zku � je zostrojen� len jedna dvojica hl)adan�ch tro	
juholn�kov ABC a A�B�C ��
Ako posledn� v tejto skupine uvedieme pr�klad zo zbierky �loh &�' za	

meran� na kon�trukciu stredovo s�mern�ch koso�tvorcov� Dan� s� body A�
B�� X � Y �� kde X patr� priamke CD a Y � patr� priamke B�C �� Zostrojte ko	
so�tvorce ABCD� A�B�C �D�� ak viete� �e s� navz�jom stredovo s�mern��
Po zohl)adnen� orient�cie vrcholov stredovo s�mern�ho koso�tvorca a faktu�
�e v stredovej s�mernosti sa zachov�va rovnobe�nos�� mo�no zostroji�
priamku p rovnobe�n� s priamkou B�Y � prech�dzaj�cu bodom A� Na

Matematika � fyzika � informatika �� ��������� ��



����
����

Obr� �

tejto priamke mus� le�a� vrchol D� Po /al�om hl)adan� vz�ahov� ktor� by
mohli vies� ku kon�trukcii niektor�ho z vrcholov alebo stredu s�mernosti�
sa m(�e pon�knu� hypot�za� �e dvoj�c navz�jom stredovo s�mern�ch ko	
so�tvorcov vyhovuj�cich zadaniu �lohy by mohlo existova� nekone�ne vel)a�
Preto upevnime na v�krese dan� body a zvol)me na priamke p l)ubovol)ne
vrchol D� Teraz u� mo�no l)ahko zostroji� koso�tvorec ABCD a n�sledne
po ur�en� stredu s�mernosti S aj koso�tvorec A�B�C �D�� Po pos�van�
bodu D po priamke p sa mo�no presved�i�� �e z�skavame r(zne dvojice
navz�jom stredovo s�mern�ch koso�tvorcov vyhovuj�cich zadaniu �lohy�
Na obr�zku # je zobrazen� jedna dvojica navz�jom stredovo s�mern�ch
koso�tvorcov�
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Pri rie�en� �loh tohto typu zistenie mo�nosti existencie nekone�n�ho
po�tu rie�en� nie je trivi�lne a vyu�itie programu Cabri geometria m(�e
zna�ne ul)ah�i� kon�trukciu hl)adan�ch �tvarov nielen �tudentom ale aj u�i	
tel)om pri pr�prave v�u�by�

�
 Matematika � fyzika � informatika �� ���������



�� Mno�iny v�etk
ch bodov danej vlastnosti

Ako posledn� typ sme vybrali �lohy na vy�etrovanie mno��n v�etk�ch
bodov danej vlastnosti� Program Cabri geometria disponuje pr�kazmi na
zostrojovanie mno��n bodov danej vlastnosti a na vykresl)ovanie priebe�	
n�ch pol(h bodov pri ich pohybe po n�kresni �tzv� stopa �tvaru�� Pomo	
cou t�chto n�strojov m(�u �tudenti nielen zobrazi� hl)adan� �tvary� ale aj
vyu��va� dynamiku kon�trukci� pri hl)adan� �peci�lnych pr�padov predsta	
vuj�cich ur�it� obmedzenia alebo pri objavovan� vz�ahov medzi hl)adan�m
�tvarom a dan�mi prvkami� Za�nime t�mto pr�kladom� Dan� je priamka p
obsahuj�ca bod A a r(zne body S� B nele�iace na priamke p� Vy�etrite
mno�inu v�etk�ch vrcholov C rovnobe�n�ka ABCD so stredom S� pre
l)ubovol)n� body A� Po zostrojen� bodu C pr�padne cel�ho rovnobe�n�ka
pomocou stredovej s�mernosti vyu�ijeme niektor� z vy��ie uveden�ch pr�	
kazov na vykreslenie /al��ch vrcholov C z hl)adan�ho �tvaru� Z�skame body
z priamky q rovnobe�nej s priamkou p predstavuj�cej obraz priamky p
v stredovej s�mernosti ur�enej bodom S� Rie�enie �lohy je zobrazen� na
obr�zku *� Pri pohybe bodu A po priamke p v�ak mo�no n�js� �peci�lny
pr�pad� kedy bod A le�� na priamke BS� ktor� obsahuje aj vrcholy C�
D� V tomto pr�pade netvoria body A� B� C� D rovnobe�n�k a preto rie	
�en�m �lohy je priamka q okrem jej priese�n�ka s priamkou BS� Tu n�s
v�ak zaiste napadne /al�� �peci�lny pr�pad� ke/ body B� S le�ia na priam	
ke rovnobe�nej s priamkou p� V takomto pr�pade priamka BS nepretne
priamku p a preto rie�en�m �lohy bude cel� priamka q�

����
Obr� 


Uveden� �lohu mo�no modi!kova� viacer�mi sp(sobmi� Jedn�m varian	
tom m(�e by� nasledovn� �loha� Dan� je kru�nica k�S� r� a bod A le�iaci
zvonku kru�nice k� Nech bod P je l)ubovol)n� bod kru�nice k� Vy�etrite
mno�inu v�etk�ch bodov Y � kde SAXY je rovnobe�n�k so stredom P � Pre
l)ubovol)n� rovnobe�n�k SAXY je bod P stredom �se�ky AY � Rie�en�m
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�lohy bude preto v tomto pr�pade kru�nica l predstavuj�ca obraz kru�	
nice k v rovnol)ahlosti so stredom v bode A a koe!cientom � okrem dvoch
bodov le�iacich v priese�n�koch priamky AS a kru�nice l� V t�chto �pe	
ci�lnych pr�padoch le�� bod P na priamke AS a namiesto rovnobe�n�ka
dost�vame �se�ku�
Od priamky sme sa postupne dostali ku kru�nici� objavenie ktorej kres	

len�m na papieri m(�e by� pre niektor�ch �tudentov n�ro�n�� Absencia
predstavivosti m(�e sp(sobi�� �e �tudenti nevedia n�js� hl)adan� �tvar
a nem(�u potom prist�pi� ani k /al�ej etape rie�enia �lohy zameranej
na zd(vodnenie vyslovenej hypot�zy a zov�eobecnenia rie�enia na z�klade
logick�ch �vah� Ako je uveden� aj v publik�cii &
'� program Cabri geo	
metria m(�e v�razne pom(c� �tudentom najm1 v �vodnej etape rie�enia
probl�mov tohto typu� ak ch�ba predstava v�sledn�ho �tvaru a hypot�zy
�tudentov nie s� podlo�en� logick�mi argumentmi� ale predstavuj� sk(r
tipovanie�
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Na ilustr�ciu mo�nost� vyu�itia programu Cabri geometria v �vod	
nej etape rie�enia probl�mu by mohol sl��i� nasleduj�ci pr�klad� Dan� s�
body A� B vo vzdialenosti � cm� Vy�etrite mno�inu v�etk�ch bodov X �
pre ktor� �tvoruholn�k zlo�en� z vrcholov A� B a ich obrazov v stredovej
s�mernosti podl)a stredu X m� obvod �
 cm� 2tvoruholn�k s vrcholmi A� B
a ich obrazmi v stredovej s�mernosti podl)a bodu X bude rovnobe�n�kom�

Preto strana BC bude ma� d.�ku � cm� Zostroj�me �se�ku AB s vel)kos�ou
� cm a kru�nicu k�B� � cm�� Bod C zvol�me l)ubovol)ne na kru�nici k� Potom
zostroj�me bod X ako stred AC a vrchol D ako obraz bodu B v stredo	
vej s�mernosti ur�enej stredom X � Na obr�zku , je zostrojen� hl)adan�
�tvar� ktor�m je kru�nica l so stredom v strede �se�ky AB a polomerom
� cm� Predstavuje obraz kru�nice k v rovnol)ahlosti so stredom v bode A
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a koe!cientom ���� Znova v�ak mus�me z kru�nice l vyl��i� jej priese�n�ky
s �se�kou AB� S� to pr�pady� kedy bod C le�� na priamke AB a body A�
B� C� D netvoria �tvoruholn�k�

Z�ver
V �l�nku sme sa sna�ili pouk�za� na niektor� mo�nosti vyu�itia pro	

gramu Cabri geometria pri rie�en� kon�truk�n�ch �loh� R(znorod� pro	
striedky programu m(�u by� vyu�it� pre podporu v�etk�ch et�p vyu�o	
vacieho procesu po�n�c od pr�pravy v�u�by a� po kontrolu a zov�eobec	
�ovanie �tudentmi vytvoren�ch rie�en�� Na druhej strane treba pozname	
na�� �e dynamick� geometrick� programy predstavuj� otvoren� syst�my�
od ktor�ch nemo�no o�ak�va�� �e nau�ia �tudentov rie�i� r(zne typy �loh
z geometrie� Jedn� sa najm1 o �lohy� rie�enie ktor�ch vy�aduje ur�it�
stupe� rozvoja abstraktn�ho myslenia� medzi ktor� ur�ite patr� aj v1��ina
kon�truk�n�ch �loh� Dynamick� geometrick� syst�my plnia vo vyu�ovacom
procese �lohu didaktickej pom(cky� ktor� m(�e by� v ruk�ch �ikovn�ho u�i	
tel)a vel)mi v�konn� a m(�e ma� d(le�it� �lohu pri zvy�ovan� efekt�vnosti
v�u�by� Pr�nosom pre vyu�ovanie matematiky m(�e by� aj skuto�nos�� �e
po niekol)k�ch vyu�ovac�ch hodin�ch potrebn�ch na zvl�dnutie z�kladov
tvorby dynamick�ch kon�trukci� m(�u tieto programy pon�knu� jednodu	
ch�ie a v�konnej�ie prostriedky ako s� klasick� rysovacie n�stroje a vr�ti�
tak �tudentom rados� z rysovania a u�enia sa geometrie�
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