INFORMATIKA

Planovani zakazek aneb Borivojova
pradelna
(Ulohy z MO — kategorie P, 13. ¢ést)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikdlni fakulta UK, Praha

Problematika rozvrhovani zakazek a planovani jejich zpracovani patii
mezi tradi¢ni Glohy feSené na pocitacich. V nasich programéatorskych sou-
tézich pro stredoskolaky se vSak toto téma vyskytuje pomérné zridka.
V minulém 54. ro¢niku Matematické olympiddy — kategorie P se obje-
vila jedna tloha z této oblasti v doméacim kole a na ni navazala podobna
uloha i v kole krajském. Obé tlohy a jejich autorska feSeni pfipravili ¢le-
nové tlohové komise MO-P z MFF UK Praha RNDr. Daniel Krdl', PhD.
a Milan Straka. V dnesnim pokracovani série clankd o zajimavych tlohach
z programatorskych soutézi se budeme vénovat podrobnéji prvni z téchto
uloh. Jeji zadani uvedeme v ptivodnim znéni, feSeni ovSem rozebereme po-
nékud podrobnéji véetné ukdzkového programu v Pascalu. V zavéru ¢lanku
najdete i zadani navazujici druhé tlohy s kratkym navodem k reSeni.

Pradelna

Boftivoj se rozhodl, ze zac¢ne podnikat, a to ve velkém. Jednou v noci,
poté co upadl v koupelné, dostal skvély napad: otevie si pradelnu. Kazdy,
kdo prijde, si bude moci za maly obnos pijcit pracku, pokud bude néjaka
volnd, a vypere si své pradlo. Thned se tedy zeptal svych pratel, zda by
chtéli jeho pradelnu navstévovat, a zjistil, ze zajem je opravdu velky. Brzy
ani nevédél, kolik pracek bude viibec potiebovat, aby se dostalo na vSechny
zékazniky. A proto se rozhodl obratit se na vas s prosbou o pomoc.
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Soutézni uloha: Na vstupu dostanete pocet zakazek, které Bofivoj na je-
den konkrétni den obdrzel. U kazdé zakazky vite cas prichodu zakaznika
a dobu, na jakou si chce pronajmout jednu pracku. Pozadavky zakaznik(
nejsou uvedeny v zadném konkrétnim potradi. Vasim tkolem je zjistit, kolik
nejméné pracek bude Borivoj potiebovat, aby si kazdy zadkaznik mohl pro-
najmout pracku na celou pozadovanou dobu od svého prichodu. Kromé mi-
nimalniho poc¢tu pracek musite pro Bofivoje vytvorit jesté seznam, podle
kterého bude posilat zakazniky k volnym prackam.

Format vstupu: Prvni fadka textového souboru pradelna.in obsahuje jediné
prirozené ¢islo N < 1000 — pocet zakaznikd. Dalsich NV rddek obsahuje in-
formace o jednotlivych zakaznicich: na i-té z téchto radek je uveden cas T3,
kdy chce zédkaznik pfijit, a doba T}, na kterou si chce pronajmout pracku.
Mtizete predpokladat, ze T; a T} jsou celd ¢isla od 1 do 1000000 000.

Format vystupu: Prvni fadka textového souboru pradelna.out obsahuje je-
diné ¢islo P — nejmensi mozny pocet pracek, s nimiz mtze Bofivoj obslouzit
vSechny zdkazniky. Dalsich IV fadek bude obsahovat N cisel a1 az an, pri-
¢emz a; je Cislo pracky, kterou mé pouzit i-ty zakaznik. Predpokladejte,
ze pracky budou ocislovany od 1 do P.

Priklad:
pradelna.in pradelna.out

4

1000 1000
1900 900
1500 700
2000 500

N WL, NW

Regeni tlohy je zaloZeno na metodé zvané poéitacova simulace. Budeme
sledovat, co se s postupujicim casem odehrava v pradelné. Zajimavé jsou
pro nas okamziky, kdy néktery zadkaznik prichazi do pradelny, a okamziky,
kdy nékdo dokoncil prani a z pradelny odchazi. Témto dilezitym okamzi-
kiim, v nichz se néjak skokové méni stav simulovaného systému, se rika
udélosti. Pro N zdkazniki bude tedy existovat celkem 2N udélosti. Casy
jednotlivych udalosti lehce ur¢ime pfimo ze vstupnich dat. VSechny uda-
losti si musime nejprve seradit vzestupné podle jejich casu, abychom je
nasledné mohli prochézet a zpracovavat chronologicky.
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Pri vlastni simulaci se postupné zvysuje hodnota simuldrniho ¢asu, tj.
nastaveni pomyslnych hodin v simulovaném systému. Simularni cas ne-
roste spojité jako ve skutecnosti, ale méni se skokem tak, ze nabyvéa jenom
hodnot ¢asu jednotlivych udalosti. Vzdy se zpracuji v§echny udalosti, které
nastanou v piisluném case, a poté se simularni ¢as opét zvysi. Cas v si-
mulovaném systému tedy postupné nabyva jen jistych diskrétnich hodnot,
a proto se tato metoda vypoctu oznacuje jako diskrétni pocitacova simu-
lace.

Vratme se nyni zpét k feSené tloze. Pfedem nevime, kolik pracek bu-
deme potiebovat mit v simulovaném systému (tj. v pradelné). Nasim cilem
ale je mit jich co nejméné. Zacneme proto s ,prazdnou pradelnou“ bez
pracek a pracky do ni budeme postupné pridavat vzdy, kdyz to potieba.
Prti kazdém prichodu zadkaznika se podivame, zda mame momentalné né-
jakou volnou pracku, a pokud ano, posleme ho k ni. Je-li pfi pfichodu
zakaznika volnych pracek vice, jisté mu mizeme pridélit jednu libovolnou
z nich, nebot v8echny jsou rovnocenné. Pokud volnou pracku nemdame, je
nutné zvysit pocet pracek v pradelné. Nastal totiz okamzik, kdy chce prat
zaroven vice zakazniku, nez kolik jsme méli dosud pracek. Prichazejicitho
zékaznika pochopitelné posleme k této nové pracce. Pii kazdém odchodu
zakaznika si jen poznamename, Ze jemu pridélend pracka byla uvolnéna.
Pro efektivni realizaci tohoto postupu si musime udrzovat seznam vSech
volnych pracek a také evidenci, ktery zakaznik byl nebo jesté je u které
pracky.

Po zpracovani vSech udélosti, tzn. po odchodu posledniho zikaznika,
budeme znat minimdalni nezbytny pocet pracek a budeme mit i zazna-
menano, u které pracky byl ktery zakaznik. Presné to jsou pozadované
vystupni udaje. Nalezeny vysledek je jisté spravny, nebot pocet pracek
v pradelné jsme zvySovali pouze v okamziku, kdy to bylo objektivné zcela
nezbytné (kdyZ v8echny pracky byly obsazené a p¥ichézel dalsi zakaznik).

Zbyva zamyslet se nad tim, jak budeme zpracovavat vice udalosti, které
nastaly v témze okamziku. Pokud ve stejném okamziku néktery zakaznik
konc¢i prani a jiny prichazi do pradelny, mtize nové prichozi zdkaznik dostat
pridélenu pravé uvolnénou pracku. Mame-li tedy vice udalosti stejnym ca-
sem, je tfeba zpracovat nejprve vsechny odchody (aby se uvolnily pracky)
a az poté vSechny prichody zakaznik. Nejlepsi je pamatovat na to jiz
pri fazeni udalosti podle ¢asu a v pripadé shodného ¢asu rovnou umistit
odchody pted prichody zdkazniki.

Na zavér popisu algoritmu odhadneme jesté jeho Casovou a paméto-
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vou slozitost. Nacteni vstupnich dat a vytvoreni udalosti ma jisté caso-
vou slozitost O(NNV). Poté je tfeba v8ech 2N udalosti usporddat. Sefazeni
K hodnot podle velikosti 1ze provést nejrychleji vhodnym tiidicim algo-
ritmem s Casovou slozitosti O(K - log K), pouzit miZeme napiiklad tii-
déni haldou (heapsort). V nasem piipadé K = 2-N a 2N -log(2N) =
2N(log2 + logN) = O(NlogN), takze tato piipravnd faze feSeni ma
¢asovou slozitost O(N - log N). Vlastni simulace predstavuje jeden sek-
venéni prichod vSemi setiidénymi udéalostmi, kazdou z nich zpracujeme
v konstantnim ¢ase. Casova slozitost simulace je tedy O(N). Casova slozi-
tost celého algoritmu je dana slozitosti nejpomalejsi faze a je proto rovna
O(N -log N). Pro ulozeni vSech udélosti pot¥ebujeme pole velikosti 2N
zéznami, jejich setfidéni se provede na misté v tomto poli. Pti vlastni si-
mulaci pak potfebujeme pole velikosti N na ulozeni seznamu pravé volnych
pracek a dalsi pole velikosti N na evidenci pfifazeni pracek jednotlivym
zdkaznikim. Celkova pamétova slozitost algoritmu je proto O(V).

program Pradelna; {MO-P 54-I-1}
{jednoducha diskrétni pocitacova simulace}
const MaxN = 1000; {maximalni polet zakaznikd}

type TUdalost = record

Cas: longint; {¢as udalosti}

Prichod: boolean; {true = pfichod,

false = odchod}

Zakaznik: integer {¢islo zakaznika}
end;

TUdalosti = array[l..2*MaxN] of TUdalost;
{typ pro pole udalosti}

var Udalosti: TUdalosti; {pole udalosti}
N: integer; {pocet zakaznikd}
P: integer; {pocet pragek}

Pracka: array[l..MaxN] of integer;

{ptitazeni pralky jednotlivym zdkaznikim}
Volne: arrayl[l..MaxN] of integer;

{seznam ¢isel volnjch pracek = zdsobnik}
V: integer; {pocet volnjch pra&ek = vrchol zasobniku}
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I, T, X: integer;

procedure Seradit(var U: TUdalosti; Zac, Kon: integer);
{Sefadi prvky pole U typu TUdalosti v rostoucim pofadi
podle polozky Cas.
V pripadé vyskytu vice zaznamll se stejnou hodnotou
poloZky Cas radi podle hodnoty polozky Prichod
(nejprve zaznamy s hodnotou false, potom s true).
Tridéné prvky jsou v poli U umistény v rozmezi indext
od Zac do Kon.
Pouzity algoritmus: Quicksort}

var X: TUdalost; {hodnota pro rozdé&leni na iseky}
Q: TUdalost; {pro vymé&nu prvkd v poli}
I, J: integer; {posouvané pracovni indexy v poli}

function Mensi(A, B: TUdalost): boolean;
{porovnava poradi dvou uddlosti: true <=> A<B }

begin
Mensi := (A.Cas < B.Cas) or
((A.Cas = B.Cas) and not A.Prichod
and B.Prichod)
end;

function Vetsi(A, B: TUdalost): boolean;
{porovnava poradi dvou uddlosti: true <=> A>B }
begin
Vetsi := (A.Cas > B.Cas) or
((A.Cas = B.Cas) and A.Prichod
and not B.Prichod)
end;

begin {Seradit}

I := Zac;
J := Kon;
X := U[(Zac+Kon) div 2];

{za hodnotu X vezmeme prostfedni prvek ve zkoumaném iseku}
repeat
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while Mensi(U[I], X) do inc(I); {U[1] < X}

while Vetsi(U[J], X) do dec(J); {uLJ1 > x3

if I < J then {vyménit prvky s indexy I a J}
begin
Q := U[I]; ULI] := UlJl; ULJ] := Q;
inc(I); dec(J); {posun indexd na dal3i prvky}
end

else if I = J then
{indexy I a J se se8ly, oba ukazuji na hodnotu X}
begin
inc(I); dec(J)
{posun indexd na daldi prvky - kvili ukon&eni cyklu}
end
until I > J;
{asek <Zac,Kon> je rozd&len na useky <Zac,J> a <I,Kon>,
které zpracujeme rekurzivnim volanim procedury:}
if Zac < J then Seradit(U, Zac, J);
if I < Kon then Seradit(U, I, Kon);
end; {Seradit}

begin
{Na&teni vstupnich dat a vytvofeni udalosti:}
readln(N);
for I:=1 to N do
begin
read (Udalosti[2*I-1].Cas);
Udalosti[2*I-1].Prichod :=true;
Udalosti[2*I-1].Zakaznik := I;
readln(T);
Udalosti[2*I].Cas :=Udalosti[2xI-1].Cas + T;
Udalosti[2*I].Prichod :=false;
Udalosti[2*I].Zakaznik := I;
end;

{Serazeni udalosti podle rostouciho &asu,

v ptfipadé shody &asu dfive odchody:}
Seradit (Udalosti, 1, 2x*N);
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{Vlastni simulace déni v pradelné&:}

P := 0; {zatiname bez pralek}
V := 0; {Z4dna pracka neni volna}
for I:=1 to 2N do {zpracovani I-té udéalosti}
if Udalostil[I].Prichod then
begin
if V=0 then {neni volna prackal}
begin
inc(P); {pfidame novou pracku}
X :=P {ptidélime ji zakaznikovi}
end
else {je volna pracka}
begin
X := Volne[V]; {obsadime jednu volnou pralku}
dec (V) {sniZime po&et volnych pralek}
end;
Pracka[Udalostil[I].Zakaznik] := X
end
else {udalost je odchod zakaznika}
begin
inc(V); {uvolnime jeho pracku}
Volne[V] := PrackalUdalostil[I].Zakaznik]
end;

{Vypis vysledkd:}

writeln(P);

for I:=1 to N do
writeln(PrackalI])

end.

K setazeni prvkd v poli Udalosti 1ze pouzit libovolny standardni tii-
dici algoritmus (procedura Seradit). V uvedené programové ukézce jsme
pro jednoduchost pouzili algoritmus gquicksort, ktery ndm déavé primeér-
nou ¢asovou slozitost O(N log N). Chceme-li mit zajisténu ¢asovou slozi-
tost O(Nlog N) i v nejhor$im piipadé, miZeme misto néj pouZit napii-
klad heapsort. Oba algoritmy jsou vSeobecné zndmé a jejich popis najdete
v mnoha ucebnicich programovani.

V krajském kole soutéze se fesitelé setkali s modifikaci této alohy. Jeji
zadani opét uvedeme v ptivodnim znéni:
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Pradelni salén

7 Bofivoje se stal diky vasi pomoci uspésny podnikatel a jeho klientela
zahrnuje i bohatsi a malichernéjsi zdkazniky. Pokud totiz néjaky zdkaznik
uvidi dva rtzné zdkazniky pouzivat stejnou pracku, nebude uz tuto pra-
delnu dale navstévovat: ,No povazte, prece nelze prat pradlo s lidmi, ktefi
nemaji na to, aby si zaplatili pracku sami pro sebe!*

Soutézni tloha: Na vstupu dostanete N < 10000 — pocet zakaznik,
ktefi navstivi Botfivojovu pradelnu béhem jednoho dne. U kazdého zakaz-
nika je zadan ¢as jeho prichodu a doba, na jakou si chce pronajmout pracku
(oboji jsou celd ¢isla mezi 1 a 1 000 000 000). PoZadavky zakaznikd nejsou
uvedeny v zddném konkrétnim poradi.

Vasim tkolem je zjistit, kolik nejméné pracek Borivoj potiebuje, aby
vSichni jeho zdkaznici byli zcela spokojeni. Zakaznik bude spokojen, pokud
si bude moci pronajmout pracku od okamziku prichodu na dobu, kterou
poZzaduje (je samoziejmé, Ze jednu pracku nemohou pouzivat dva rizni
zdkaznici soucasné), a navic béhem doby, kdy bude prat, nebude zaddnou
pracku vyuzivat vice zakaznikd po sobé.

Kromé urceni minimélniho poc¢tu pracek musite pro Borivoje vytvorit
jesté seznam, podle kterého bude posilat zédkazniky k volnym prackam.

Priklad: Pro 5 zdkazniki, jejichz pfichody a doby prani jsou

1000 1000
3000 2000
4500 500
1500 500
2000 2000

jsou potieba alespon 3 pracky a pfifazeni pracek zdkaznikim naptiklad
takové:

zdkaznik 1 bude u pracky 2
zakaznik 2 bude u pracky 3
zakaznik 3 bude u pracky 1
zdkaznik 4 bude u pracky 3
zdkaznik 5 bude u pracky 2

Vsimnéte si, ze zdkaznici 3 a 5 nemohou dostat stejnou pracku, protoze
by je vidél zdkaznik 2 pracovat u stejné pracky.
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Regeni této varianty tlohy je velmi podobné postupu, s nimz jsme se
prave seznamili. Z hlediska algoritmu jediny rozdil spociva v tom, ze kdyz
néjaky zakaznik Z odchdzi, uvolni se jeho pracka pro okamzité dalsi po-
uziti jediné v pripadé, ze v pradelné zrovna nikdo jiny neni. Pokud jsou
v pradelné néjaci zédkaznici, zistane uvolnéné pracka ,zablokovidna“ a ne-
smi se pouzit pro nikoho dalsiho tak dlouho, dokud neodejde posledni ze
zakaznikt pritomnych v pradelné pii odchodu zakaznika Z. Tento poza-
davek lze realizovat rdznymi zptsoby. Zkuste si s pomoci naseho navodu
dokoncit feseni sami. Zvolite-li vhodny postup, casova slozitost algoritmu
se oproti slozitosti feseni tlohy z domaciho kola nezvysi. Pokud by vés za-
jimalo, jak elegantné a efektivné vytesili tento problém autofi soutéznich
uloh, jejich vzorové reSeni najdete na Internetu na webovych strankach
Matematické olympiddy — kategorie P http://mo.mff.cuni.cz/ v archivu
uloh (tloha 54-1I-1).

Riesenie konstrukcénych tloh na
stredovtl stimernost pomocou Cabri
geometrie

STANISLAV LUKAC
Prirodovedecké fakulta UPJS, Kosice, SLOVENSKO

Uvod

Tymto ¢lankom by sme radi nadviazali na ¢lanok [1], v ktorom boli opi-
sané moznosti vyuzitia programu Cabri geometria v ivodnej etape vyucby
osovej simernosti. Uviedli sme v hom systém tloh zamerany na skiimanie
vlastnosti osovej simernosti a osovo simernych titvarov. Dolezitym vzdela-
vacim ciefom vyucovania Casti geometrie zameranej na zhodné zobrazenia
je aplikovanie osvojenych poznatkov na rieSenie konstrukénych tloh. Pri
ich rieseni musia $tudenti hladat vztahy medzi nezndmymi prvkami a na
zéklade nich zobrazovat Gtvary vyhovujice zadaniu tlohy. Tieto ¢innosti
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vyzaduji uplatnovanie logického a analytického myslenia, ¢o niektorym
Studentom moZze sposobovat zna¢né problémy. 7 uvedenych dévodov po-
vazuju Studenti konstrukcéné tlohy za velmi naro¢né a ich rieSenie nepatri
medzi ich oblibené ¢innosti na hodinach matematiky. Vlastnosti a roz-
norodé prostriedky dynamického geometrického systému Cabri geometria
mozno vyuzit aj pri rieSeni konstrukénych uloh.

V ¢lanku sa budeme tentokrat zaoberat konstruk¢énymi ilohami na stre-
dova stmernost. Z bohatej ponuky prikazov a nastrojov programu Cabri
geometria sme sa snazili vybrat a opisat tie, ktoré poskytuji moznosti
pre hladanie vztahov medzi nezndmymi prvkami konsStrukcie, skimanie
vlastnosti konstrukcii a pre urcovanie podmienok riesitelnosti loh. Cabri
geometria a iné programy tohto typu prindsaji do vyucovania matematiky
nové technoloégie vlastné dynamickym konstrukcidm, ktoré umoznuji rézne
spOsoby ich vyuzitia nielen Studentom pri tvorbe a skiimani konstrukcii, ale
aj ucitelom pri priprave a realizacii vyucby. Pri tvorbe dynamickych kon-
strukcii sa pomocou prikazov programu vyuzivaja prvky danych objektov
(tzv. volné prvky) pre konstrukciu na nich naviazanych objektov (tzv. via-
zané prvky). Aby viazané prvky konstrukcie mali zodpovedajicu vlastnost
(napr. kruznica prechddzala danym bodom alebo mala uréeny polomer),
je potrebné vybrat z ponuky spravne prikazy a presne vyberat ukazova-
telom na nakresni objekty podla pokynov programu, ktoré sa zobrazuji
v blizkosti ukazovatela. Pri zmene polohy alebo inych vlastnosti volnych
prvkov konstrukcie program automaticky prekresli na nich odvodené ob-
jekty podla ich vztahu k menenym volnym prvkom. Takymto spésobom
mozeme na nakresni postupne zobrazovat rozli¢né konkrétne pripady kon-
Strukcie v zavislosti od zadanych prvkov. Uvedené moznosti programu sa
budeme snazit ilustrovat pri rieSeni kon§trukénych tloh zalozenom na vyu-
zivani uz osvojenych zakladnych vlastnosti stredovej simernosti a stredovo
sumernych Gtvarov. Vybrané konstrukéné tlohy sme rozdelili do $tyroch
skupin, ktoré reprezentuji rozne typy konstrukénych tloh nachadzajtacich
sa v uCebniciach matematiky.

Konstrukéné ulohy

Ako uz bolo uvedené z hladiska vyucCovacich cielov tvori rieSenie kon-
Strukénych tloh délezitt stcast vyucovania matematiky. Castou chybou
pri rieSeni kongtrukénych tloh je, ze Studenti po netplnom alebo nesprav-
nom rozbore rieSenia Glohy pristupuji ku konstrukcii, v ktorej sa potom
snazia Spekulativnymi sposobmi dokreslit hladané atvary. Ak je konstruk-
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cia zostrojovana na papieri, kde sa eSte mozu pridruzit aj chyby vyplyvaj-
uce z nepresnosti rysovania, moze byt niekedy problematické rychlo objavit
chyby v postupe konstrukcie. Pri tvorbe konstrukcii v programe Cabri geo-
metria by sa chyby tohto druhu mali rychlo prejavit po zmenéch volnych
prvkov konstrukcie vedicich k zobrazeniu réznych konkrétnych pripadov.
Tato vlastnost je v stlade aj s vyucovacim ciefom rieSenia konstrukénych
uloh, spocivajicom v hladani vSeobecného postupu riesenia konstrukcénej
tilohy. Dalsim prostriedkom pre skiimanie konstrukcie a hfadanie pripad-
nych chyb je prikaz na prehratie konstrukcie, ktory umoznuje postupne
zobrazovat jednotlivé kroky vedice k vytvoreniu vyslednej konstrukcie na
néakresni.

1. Konstrukcia dvojice hfadanych bodov na zaklade znameho
stredu siimernosti

Do prvej skupiny sme zaradili konstrukéné Glohy zamerané najcastej-
Sie na konstrukcie trojuholnikov, ktorych dva nezname vrcholy maja za-
dant vlastnost ur¢ujacu Gtvar v rovine, pricom je zadany stred simernosti
hladanych bodov. Ako priklad mozno uviest konstrukciu trojuholnika s da-
nymi taZnicami alebo Glohu: Dan4 je Gsecka AS s velkostou 5 cm. Zostrojte

trojuholnik ABC' s taznicou AS, ak velkost uhla ACB je 30° a dlzka strany
AB je 6 cm.

Podrobnejsie sa budeme venovat rieSeniu nasledovnej tlohy: Dana je
usecka AS s velkostou 4,5 cm. Zostrojte vSetky trojuholniky ABC s taz-
nicou AS tak, aby vy, =4 cm a v. = 6 cm. Na obrazku 1 predstavujicom
zjednoduSeny nacrt trojuholnika ABC st zvyraznené zadané prvky a zob-
razené kolmé priemety bodu S na strany AC a AB. Trojuholniky BP.S

a BQ.C s podla vety uu podobné s pomerom podobnosti 2. Dlzka tsecky

SP. je potom rovna polovici dizky vigky v. (3 cm). Kedze uhol SP.B je
pravy, priamka AB predstavuje doty¢nicu ku kruznici k(S, SP.). Podobnt
uvahu vyuzZijeme pre trojuholniky CQ,B a CP,S. Priamka AC je po-
tom doty¢nicou ku kruZnici I(S,SP;). Body B a C si stumerne zdruZené
v stredovej simernosti ur¢enej bodom S. Preto priese¢nik priamky pred-
stavujicej obraz jednej dotyc¢nice v stredovej simernosti podla bodu §
a druhej dotyénice uréuje dalsi vrchol trojuholnika ABC.

Konstrukcia jedného trojuholnika ABC's danymi vlastnostami je zobra-
zend na obrazku 2. Z bodu A mozno zostrojit dve doty¢nice ku kruznici &,
ktoré st osovo sumerné podla priamky AS. Podobne moZno zostrojit aj
dve dotyc¢nice kruznice ! prechddzajice bodom A. Ak by sme vyuzili dve
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nové dotyc¢nice nezobrazené na obrazku 2 pre konstrukciu hladaného tro-
juholnika, ziskali by sme druhé rieSenie tlohy predstavujtce trojuholnik
osovo stimerny s trojuholnikom ABC podla priamky AS. Dalgie dva osovo
stmerné trojuholniky podla priamky AS vyhovujace zadaniu illohy mozno
zostrojit vyuzitim zvy$nych dvoch dvojic doty¢nic kruznic k a I. Ziskali
by sme tak vSetky Styri rieSenia tlohy. Aby vSak Gloha pre dané vstupné
udaje vobec mala rieSenie, musi Talesova (Thaletova) kruZnica zostrojend
nad priemerom AS pretntt kruZnice k aj [. To je splnené vtedy, ak sicasne
platia nasledujice podmienky: rp = v./2 < |AS| ar, =v,/2 £ |AS|.

|AS|= 4.5 rk= 3.00
vb= 4 rl= 2.00 2

ve= 6

Obr. 2
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Pri rieSeni konstrukénych tloh sa moze stat, ze Student zalozi konstruk-
ciu hladaného Gtvaru na nespravnom predpoklade. MézZe to byt napriklad
vztah platny medzi prvkami konstrukcie len v urcitych Specidlnych pripa-
doch. Pomocou programu Cabri geometria mozno v etape hfadania rieSenia
preverit niektoré kroky rieSenia na viacerych konkrétnych pripadoch, ¢o
umoznuje rychlo objavit mylné tivahy. V urc¢itom zmysle je to analogicky
postup ako pri testovani algoritmov v informatike. Simuléciu algoritmu na
vhodne zvolenych sadach vstupnych tdajov sice nepovazujeme za ddokaz
spravnosti algoritmu, ale s velkou pravdepodobnostou nam pomdZze odha-
lit chyby v nespravnom algoritme. U¢itel moze rozvijat schopnosti ziakov
odhalovat chyby v kon$trukciach tym, Ze pripravi pre $tudentov vykresy
s chybnymi konstrukciami a necha Studentov nachadzat a opravovat tieto
chyby.

2. Dokreslenie stredovo stimerného ttvaru

Ulohy tohto typu st zamerané na vyuZitie vlastnosti stredovo stimer-
nych Gtvarov na ich zostrojenie na zaklade danych prvkov. Ako priklad
uvadzame nasledovn ilohu: Dané st nekolinedarne body A, B, S. Zostrojte
Stvorec MNPQ so stredom S tak, aby bod A lezal na priamke M N
a bod B na priamke PQ. KedZe priamky M N a PQ st navzajom stredovo
stmerné podla stredu S (priese¢nik uhlopriecok $tvorca), obraz bodu B
v stredovej simernosti urcenej bodom S a bod A ur¢uja priamku, na ktorej
lezi strana Stvorca M N.

Ak méame vytvorent kon$trukciu hfadaného Gtvaru, moZzno pomocou
schranky skopirovat Gtvar a vyuZit prikazy programu Cabri geometria na
vytvorenie vykresu obsahujiceho dané prvky a predlohu hladaného Gtvaru,
ktora moézu Studenti vyuzit pre kontrolu svojho rieSenia. UkaZeme to na
tomto priklade: Z rovnobeznika ABC'D zostali len priamka u, na ktorej lezi
uhlopriecka AC', bod X leziaci na priamke C'D, bod Y leziaci na priam-
ke AB a stred P strany BC. Dokreslite rovnobeznik ABC'D. Opisovant
situaciu zobrazuje obrazok 3.

Stred tsecky XY abod P urcuja priamku, na ktorej lezi stred rovnobez-
nika S. V priese¢niku tejto priamky s priamkou u lezi bod S, podla ktorého
je rovnobeznik ABC' D stredovo simerny. Rovnobezky s priamkou PS ve-
dené cez body X, Y obsahuja strany AB a C'D. V priese¢niku tychto pria-
mok s priamkou u dostavame vrcholy A, C. Zvy$né vrcholy rovnobeZnika
mozno Fahko zostrojit vyuzZitim stredovej simernosti urcenej stredmi P

as.
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Obr. 3

Prikaz na prehratie konstrukcie umoznuje pri zobrazovani jednotlivych
krokov konstrukcie zachovat priebezny stav urceny od zaciatku po fubo-
volny krok konstrukcie a vymazat vSetky neskor zostrojené utvary. Tento
postup mozno vhodne vyuzit pri preformulovavani Gloh v etape pripravy
na vyucovaciu hodinu. Modifikiciu zadania Glohy budeme ilustrovat na
nasledovnom priklade: Dané st nekolinedrne body X, P, V. Zostrojte rov-
nobeznik ABC' D, ak bod X lezi na priamke urcenej stranou AD, bod P je
stred strany AB a bod V je stred tsecky AS, kde S je priese¢nik uhloprie-
¢ok rovnobeznika ABCD. Po zakresleni danych bodov zostrojime bod @
ako obraz bodu P v stredovej simernosti ur¢enej bodom V a bod R ako
obraz bodu P v stredovej simernosti urcenej bodom @). Bod @ je stredom
strany AD a bod R lezi na priamke uréenej stranou C'D. Na rovnobezke
s priamkou QX vedenej cez bod P lezi stred rovnobeznika S.

Obr. 4
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Na zostrojenie bodu S potrebujeme dalsiu informaciu. Mohli by sme
napriklad do zadania doplnit bod Y leZiaci na priamke urcenej stranou
CD. Potom by uz na priamke RY lezali body C, D a na priamke rov-
nobeznej s RY vedenej cez bod @ by lezal bod S, takze by sme ho uz
vedeli zostrojit. Nech v8ak Stvrty dany bod Y lezi na priamke urcenej uh-
loprieckou BD. Podla vety sus su trojuholniky PAQ a BAD podobné,
preto rovnobezka s priamkou P@) vedend cez bod Y obsahuje bod S. Po
zostrojeni bodu S a vrcholu D Tahko dokreslime dalsie vrcholy rovnobez-
nika ABCD. Vyslednd konstrukcia je zobrazend na obrazku 4.

3. Dokreslenie navzajom stredovo stimernych dtvarov

Program Cabri geometria poskytuje prikazy na jednoduché a rychle
zostrojovanie obrazov utvarov v zdkladnych typoch zhodnych zobrazeni.
Tieto moZnosti mozno vhodne vyuzit pri rieSeni konstrukénych tloh za-
meranych na zostrojovanie dvojice navzajom stredovo simernych Gtvarov.
Ako priklad uvedme nasledovni tlohu: Dané st body A, C, B', S!, kde
S! je stred opisanej kruznice trojuholniku A'B’C’. Zostrojte trojuholniky
ABC a A'B'C’, ak st navzajom stredovo simerné. Staéi si uvedomit, ze
stred kruznice opisanej trojuholniku ABC' lezi na osi tsecky AC a polo-
mery opisanych kruznic stredovo simernych trojuholnikov s rovnaké.

Konstrukéne zaujimavejsia je nasledujica tloha: Dana je taznica AP
trojuholnika ABC s pravym uhlom pri vrchole B, bod B’ a priamka p’
prechadzajica bodom B’, na ktorej lezi taznica ¢; trojuholnika A'B'C".
Zostrojte trojuholniky ABC a A’'B'C’, ak st navzdjom stredovo stimerné.
Ak zostrojime fazisko trojuholnika ABC', potom vrchol B lezi na priamke p
rovnobeznej s p’ vedenej cez tazisko T'. Bod T bol na vykrese zostrojeny vy-
uZitim pomocnej kon§trukcie rozdelujacej tsecku AP v pomere 2:1, ktora
vrchol B lezi v priesecniku priamky p a Talesovej kruznice zostrojenej
nad priemerom AP. Stred simernosti hfadanych trojuholnikov je v strede
tsecky BB'. Na obréazku 5 je zostrojend len jedna dvojica hfadanych tro-
juholnikov ABC a A'B'C".

Ako posledny v tejto skupine uvedieme priklad zo zbierky tloh [3] za-
merany na konstrukciu stredovo siimernych kosostvorcov: Dané st body A,
B', X,Y' kde X patri priamke CD a Y’ patri priamke B'C’. Zostrojte ko-
sostvorce ABCD, A'B'C'D’, ak viete, Ze st navzdjom stredovo stimerné.
Po zohladneni orientacie vrcholov stredovo simerného kosostvorca a faktu,
7e v stredovej simernosti sa zachoviva rovnobeznost, mozno zostrojit
priamku p rovnobeznt s priamkou B'Y' prechadzajicu bodom A. Na
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Obr. 5

tejto priamke musi lezat vrchol D. Po dalsom hladani vztahov, ktoré by
mohli viest ku kon§trukcii niektorého z vrcholov alebo stredu simernosti,
sa moze ponuknut hypotéza, Zze dvojic navzajom stredovo simernych ko-
sostvorcov vyhovujicich zadaniu tlohy by mohlo existovat nekonecne verla.
Preto upevnime na vykrese dané body a zvolme na priamke p Tubovolne
vrchol D. Teraz uz mozno Fahko zostrojit kosostvorec ABCD a nésledne
po uréeni stredu stmernosti S aj kosostvorec A'B'C’'D’'. Po postivani
bodu D po priamke p sa mozno presvedCit, ze ziskavame rézne dvojice
navzajom stredovo simernych kosostvorcov vyhovujtcich zadaniu tlohy.
Na obréazku 6 je zobrazend jedna dvojica navzdjom stredovo simernych
kosostvorcov.

Obr. 6

Pri rieSeni dloh tohto typu zistenie moznosti existencie nekonec¢ného
poctu rieSeni nie je trividlne a vyuzitie programu Cabri geometria mdze
znacne ulahcit konstrukciu hfadanych atvarov nielen Studentom ale aj uci-
telom pri priprave vyucby.
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4., Mnoziny vSetkych bodov danej vlastnosti

Ako posledny typ sme vybrali ilohy na vySetrovanie mnozin vSetkych
bodov danej vlastnosti. Program Cabri geometria disponuje prikazmi na
zostrojovanie mnozin bodov danej vlastnosti a na vykreslovanie priebez-
nych poloh bodov pri ich pohybe po nékresni (tzv. stopa Gtvaru). Pomo-
cou tychto nastrojov mézu Studenti nielen zobrazit hladané Gtvary, ale aj
vyuzivat dynamiku konstrukcii pri hfadani $pecidlnych pripadov predsta-
vujucich urcité obmedzenia alebo pri objavovani vztahov medzi hfadanym
Utvarom a danymi prvkami. Za¢nime tymto prikladom: Dand je priamka p
obsahujica bod A a rézne body S, B neleziace na priamke p. VySetrite
mnozinu v8etkych vrcholov C rovnobeznika ABCD so stredom S, pre
Tubovolné body A. Po zostrojeni bodu C pripadne celého rovnobeZnika
pomocou stredovej simernosti vyuzijeme niektory z vyssie uvedenych pri-
kazov na vykreslenie dalSich vrcholov C' z hladaného tGtvaru. Ziskame body
z priamky ¢ rovnobezZznej s priamkou p predstavujicej obraz priamky p
v stredovej simernosti ur¢enej bodom S. RieSenie tlohy je zobrazené na
obrazku 7. Pri pohybe bodu A po priamke p v8ak mozno najst $pecidlny
pripad, kedy bod A lezi na priamke BS, ktora obsahuje aj vrcholy C,
D. V tomto pripade netvoria body A, B, C, D rovnobeZnik a preto rie-
Senim tlohy je priamka g okrem jej priese¢nika s priamkou BS. Tu nds
vSak zaiste napadne dalsi $pecidlny pripad, ked body B, S lezia na priam-
ke rovnobeznej s priamkou p. V takomto pripade priamka BS nepretne
priamku p a preto rieSenim dlohy bude celd priamka g.

Obr. 7

Uvedent tlohu mozno modifikovat viacerymi spésobmi. Jednym varian-
tom moze byt nasledovnd tloha: Dani je kruznica k(S,r) a bod A leziaci
zvonku kruznice k. Nech bod P je fubovolny bod kruznice k. VySetrite
mnozinu vSetkych bodov Y, kde SAXY je rovnobeZnik so stredom P. Pre
Tubovolny rovnobeznik SAXY je bod P stredom usecky AY. RieSenim
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tlohy bude preto v tomto pripade kruznica [ predstavujica obraz kruz-
nice k£ v rovnolahlosti so stredom v bode A a koeficientom 2 okrem dvoch
bodov leziacich v prieseénikoch priamky AS a kruZznice [. V tychto $pe-
cidlnych pripadoch lezi bod P na priamke AS a namiesto rovnobeZnika
dostavame tsecku.

Od priamky sme sa postupne dostali ku kruznici, objavenie ktorej kres-
lenim na papieri méZze byt pre niektorych Studentov naroc¢né. Absencia
predstavivosti moéZze sposobit, ze Studenti nevedia ndjst hladany utvar
a nemodzu potom pristipit ani k daldej etape rieSenia tGlohy zameranej
na zdévodnenie vyslovenej hypotézy a zovSeobecnenia rieSenia na zaklade
logickych avah. Ako je uvedené aj v publikicii [4], program Cabri geo-
metria moéze vyrazne pomoct Studentom najméi v Gvodnej etape rieSenia
problémov tohto typu, ak chyba predstava vysledného Gtvaru a hypotézy
Studentov nie st podlozené logickymi argumentmi, ale predstavuja skor
tipovanie.

Obr. 8

Na ilustraciu moznosti vyuzitia programu Cabri geometria v avod-
nej etape rieSenia problému by mohol slazit nasledujtci priklad: Dané st
body A, B vo vzdialenosti 5 cm. VySetrite mnozinu v8etkych bodov X,
pre ktoré $tvoruholnik zlozeny z vrcholov A, B a ich obrazov v stredovej
stimernosti podla stredu X m4 obvod 14 cm. Stvoruholnik s vrcholmi A, B
a ich obrazmi v stredovej simernosti podla bodu X bude rovnobeznikom.

Preto strana BC bude mat dlzku 2 cm. Zostrojime tisecku AB s velkostou
5 cm a kruznicu k(B, 2 cm). Bod C zvolime fubovolne na kruznici k. Potom
zostrojime bod X ako stred AC' a vrchol D ako obraz bodu B v stredo-
vej stmernosti urcenej stredom X. Na obrazku 8 je zostrojeny hladany
utvar, ktorym je kruznica [ so stredom v strede tsecky AB a polomerom
1 cm. Predstavuje obraz kruZnice k& v rovnolahlosti so stredom v bode A
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a koeficientom 0,5. Znova vSak musime z kruznice [ vylacit jej priesecniky
s useckou AB. Su to pripady, kedy bod C lezi na priamke AB a body A,
B, C, D netvoria $tvoruholnik.

Zaver

V ¢lanku sme sa snazili poukdzatf na niektoré moznosti vyuzitia pro-
gramu Cabri geometria pri rieseni konstrukénych dloh. Réznorodé pro-
striedky programu mo6zu byt vyuzité pre podporu vSetkych etdp vyuco-
vacieho procesu poc¢nic od pripravy vyucby az po kontrolu a zovseobec-
novanie Studentmi vytvorenych rieSeni. Na druhej strane treba pozname-
nat, ze dynamické geometrické programy predstavuji otvorené systémy,
od ktorych nemozno o¢akavat, ze naucia Studentov riesit rozne typy tloh
z geometrie. Jednd sa najmi o ulohy, rieSenie ktorych vyzaduje urcity
stupen rozvoja abstraktného myslenia, medzi ktoré urcite patri aj vic¢sina
konstrukénych aloh. Dynamické geometrické systémy plnia vo vyucovacom
procese tlohu didaktickej pomdcky, ktord moze byt v rukach sikovného uci-
tela velmi vykonna a moze mat dolezita tlohu pri zvySovani efektivnosti
vyucby. Prinosom pre vyucovanie matematiky mdZe byt aj skutocnost, zZe
po niekolkych vyucovacich hodindch potrebnych na zvladnutie zakladov
tvorby dynamickych konstrukcii mézu tieto programy poniknut jednodu-
chsie a vykonnejsie prostriedky ako sa klasické rysovacie nastroje a vratit
tak Studentom radost z rysovania a ucenia sa geometrie.
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