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Ve srovnan{ s nejjednodussimi rovinnymi polygony, kterymi jsou troja-
helniky a ¢tyfahelniky, neni v nasi matematickeé literatufe (a to ani v ¢aso-
pisecké) mnoho prispévki, které jsou svym obsahem zaméfeny na konvexni
pétithelniky. Mezi vyjimky patii mj. ¢lanky [1] a [3], v nichZ jsou uvedeny
nékteré zajimavé vlastnosti pravidelngch pétithelnikia.

Tento piispévek, ktery volné navazuje na [1], je vénovan nékterym vlast-
nostem zékladnich prvki v konvexnich pétithelnicich, jimiz jsou délky jeho
stran a uhlopfic¢ek, velikosti jeho vnitinich a vné&jsich uhla, pfip. jeho ob-
sah, a dale pak jejich aplikacim pfi feSeni planimetrickych tloh.

Uvodem piipomefime jednu dilezitou vétu, ktera se tyka souctu ve-
likosti vnitfnich (a v disledku i vnéjgich) uhli v konvexnim n-thelniku.
Uvedené tvrzeni, které 1ze vyuzit pti feSeni nékterych nize uvedenych tloh,
lze nalézt jiz napt. v klasické ucebnici geometrie pro stiedoskolaky [4].

Véta
V kazdém konvexnim n-tthelniku (n > 3) je soucet velikosti jeho vniti-
nich ahla roven (n — 2) - 180°.

Diikaz. Zvolme libovolny vnitini bod P konvexniho n-thelniku A; ... A,
ktery spojime se vSemi jeho vrcholy (obr. 1, vlevo). Soucet velikosti vniti-
nich ahla ve vSech n takto vzniklych trojuhelnicich (tzv. triangulace
n-thelniku A; Ay ... A,) zmenseny o plny thel, ktery je souctem velikosti
vnitinich thld u vrcholu P ve vSech trojuhelnicich se spoleénym vrcho-
lem P, udava hledany soucet S velikosti vSech vnitinich thli v tomto
konvexnim n-thelntku. Plati tak

S =n-180° — 360° =n-180° — 2-180° = (n — 2) - 180°,
coz jsme chtéli dokézat.
Jinyg dikaz (viz napf. v [4]). Zvolme libovolny z vrchold uvazovaného
n-thelniku (bez 4jmy na obecnosti napf. A7) a pomoci vSech jeho thlo-

pricek vychézejicich z vrcholu A; jej rozdélime na n — 2 trojuhelnika
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(obr. 1, vpravo). Pro soucet S velikosti vSech vnitinich thlt v konvex-
nim n-thelniku A; A, ... A, tak pfimo obdrzime S = (n — 2) - 180°.

Obr. 1

Ddsledek 1
Soucet velikosti vSech vnitinich thla v kazdém konvexnim pétithelniku
je roven 540°.

Drisledek 2
V kazdém konvexnim n-uhelniku (n > 3) je soudet velikosti vSech jeho
vnéjsich uhla roven 360°.

Diikaz. S ohledem na tvrzeni vySe uvedené véty je tedy soucet velikosti n
vnéjsich thla v libovolném konvexnim n-thelniku roven rozdilu

n-180° — (n —2) - 180° = 2 - 180° = 360°.

zakladnimi prvky v konvexnim pétithelniku. Posledni dvé z nich se tykaji
obsahti konvexnich pétithelniki.

Priklad 1
Dokazte, ze v kazdém konvexnim pétithelniku existuje trojice jeho thlo-
pricek, z nichz lze sestrojit trojihelnik.

Resent. K dikazu vyuZzijeme metodu extremdlniho proku. Mezi viemi (péti)
uhlopfi¢kami konvexniho pétithelniku A BCDE uvazujme tu, ktera mé nej-
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vétsi délku, popf. je jedna z nejdelsich. Necht je to (bez Gjmy na obec-
nosti) napt. thlopficka AD. Ozna¢me P prisecik thlopticek AC a BD
v konvexnim ¢tyfahelniku ABCD. Protoze evidentné plati |AP| < |AC| a
|PD| < |BD], viz obr. 2, plyne z trojuhelnikové nerovnosti v trojihelniku
APD

|AD| < |AP|+ |PD| < |AC| + |BD,|. (1)
C
B
D
A
E
Obr. 2

Vzhledem k tomu, Ze podle piedpokladu je AD nejdelsi uhlopticka
(jedna z nejdelsich), plati |AC| < |AD| a soucasné |BD| < |AD|, coz
spolu s (1) garantuje existenci trojahelniku o stranach délek |[AD|, |AC| a
|BD|. Tim je dukaz uzavien.

Priklad 2

Je dan konvexni pétithelnik, jehoz vSechny vnitini ahly jsou tupé. Do-
kazte, ze existuje takova dvojice jeho tihlopiicek, Ze kruhy uvazované nad
témito thlopfickami (jako praméry) pokryvaji dany pétiahelnik.

Reseni. K dikazu lze opét vyuzit metodu extremalniho prvku. Bez Gjmy
na obecnosti predpokladejme, Ze AB je nejdelsi stranou konvexniho pétiu-
helniku ABCDE, ktery vyhovuje podminkdm tlohy. Kolmice k AB, které
prochézeji vrcholy A, B, oznaéme po fadé p, ¢. Uvazujme nyni pas ome-
zeny rovnobé&zkami p, ¢ (obr. 3). Vrcholy C a E uvaZovaného pé&tithelniku
lezi vné tohoto péasu, nebot uhly ABC a FAB jsou tupé. Soucasné vsak
vrchol D tohoto pétithelniku lezi uvniti uvazovaného pasu (v opa¢ném pii-
padé by totiz strana AB nebyla nejdelsi stranou pétithelniku ABCDE).
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Pata D; kolmice z vrcholu D k pifimce AB je tedy vnitinim bodem strany
AB uvaZovaného pétithelniku.

p q

Obr. 3

Oba kruhy nad priméry AD a BD tak evidentné pokryvaji uvazovany
pétithelnik ABCDE, coz jsme chtéli dokazat.

Priklad 3

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE, v némz |AB| = |BC| = |CD| =
= |DE|, |XABC| = 96° a |IBCD| = |[<CDE| = 108°. Urcete, jakou
velikost m4 jeho vnitini thel pii vrcholu E.

Reseni. Ozna¢me P prisecik thlopiicek BD a CE. Ze zadani plyne, ze
trojuhelniky BC'D a CDE jsou rovnoramenné po fadé se zakladnami BD
a CE. Piitom |ICDB| = |IDBC| = |[XECD| = |IDEC| = 36°. Pro-
toze |[IBCD| = 108°, plati |<XBCP| = |XBPC| = 72°. Trojahelnik BC'P
je tedy rovnoramenny se zakladnou C'P. Podobné zjistime, Ze i trojuhel-
nik DEP je rovnoramenny se zékladnou DP (obr. 4). Diky zadani plati
také |AB| = |BC| = |BP| = |EP| a dale |[XABP| = 96° — 36° = 60°.
Odtud jiz bezprostfedné plyne, Ze trojuhelnik ABP je rovnostranny a
trojuhelnik AEP je rovnoramenny se zékladnou AE. Dopoditanim vniti-
nich ahld v rovnoramenném trojihelniku APFE snadno zjistime, Ze plati
|[IAPE| = 180° — 72° — 60° = 48°, tudiz [XAEP| = 66°. Dostavame tedy
|[XAED| = 36° + 66° = 102°.
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Obr. 4

Zaveérem uvedme, ze k dopocitani velikosti thlu AED lze vyuzit také
vétu 1.

Priklad 4
Je dan konvexni pétithelnik ABCDE s pravymi uhly pfi vrcholech C
a F, kde

|AB| = |CD|=|DE|=1 a |BC|+|FA|=1.
Dokazte, ze jeho obsah je 1.

Reseni. V otoceni se stiedem D a orientovanym thlem FDC se vrchol E
pétithelniku ABCDE zobrazi na vrchol C, nebot podle zadani |DE| =
=|CD|=1.

Pravouhly trojuhelnik DEA s pravym thlem p#i vrcholu F se v tomto
otoceni zobrazi na pravouhly trojuhelnik DC A’ tj. plati |EA| = |CA’|, kde
A’ je obrazem vrcholu A. Bod A’ pak lezi na polopiimce BC' za vrcholem
C' (obr. 5). Podle zadani plati

|BA’| = |BC| + |CA’| = |BC| + |EA| = 1.

Obsah pétithelniku ABCDE je tak roven obsahu ¢tyfiahelniku ABA'D,
v ném? jsou trojthelniky ABD, A’ BD shodné podle véty sss. Trojihelnik

Matematika — fyzika — informatika 33 (1) 2024 21



A’BD maé pritom obsah 1/2, proto pétidhelnik ABCDE mé obsah 1, jak
jsme chtéli dokazat.

D

Obr. 5

Priklad 5

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE s pravymi thly pii vrcholech B
a E, v némz plati |AB| = |BC|, |DE| = |EA| a |BE| = 10 cm. Urcete
v cm? obsah daného pétithelniku ABCDE.

Reseni. Oznatme F, G priseciky primky C'D s kolmicemi k primce BE,
které prochézeji po fadé vrcholy B, E daného pétithelniku (obr. 6). Na
tthlopfi¢ce BE uvazujme bod P, pro néjz plati |[BP| = |BF|. V otofeni se
stfedem B a orientovanym thlem —90° je pfitom obrazem bodu P bod F
a obrazem bodu A je bod C. Trojihelniky ABP a CBF jsou tudiz podle
véty sus shodné, nebot |[XABP| = |JCBF| a také |[IAPB| = |[JCFB|.
Vzhledem k tomu, %e piimky BF a EG jsou rovnobé&Zné, plati (s ohledem
na shodnost trojuhelnikit ABP a CBF)

IXDGE| = 180° — |SCFB| = 180° — |XAPB| = |XAPE|,

tedy trojuhelniky DGE a APE jsou shodné (usu), a proto |[EG| = |EP|;
navic, prvni z nich je obrazem druhého v otoceni se stfedem E a oriento-
vanym thlem +90°. Déle plati

|BF|+ |GE| = |BP| + |EP| = |BE| = 10 cm.

22 Matematika — fyzika — informatika 33 (1) 2024



Obsah daného pétithelniku ABCDE je tak roven obsahu lichob&Zzniku
BFGE se zékladnami BF a GFE, tedy

1 1
5 |BEI(IBF| +|GE|) = 5 |BE|? = 50 cm?.

D
Obr. 6
Problematika obsahi konvexnich pétithelnika se objevila mj. v 72. ro¢-
niku MO v kategorii C (tlohy C-1-5 a C-II-3).
Zavérem uvadime pét nefeSenych tloh, které doporucujeme zajemctim
k samostatnému procviceni této problematiky.

Piiklad 6 (matematicky folklor, viz napf. [2], str. 177 — pé&ticipa hvézda)
Je dan konvexni pétithelnik ABCDE. Dokazte, Ze plati rovnost

[XCAD| + [4DBE| + |[SXECA| + |XADB| + |[«BEC| = 180°.

Pozndmka. UvaZovanou péticipou hvézdu lze sestrojit jednim tahem (jedna
se o tzv. uzavienou lomenou diru). Pokuste se o to sami.

Priklad 7

Rozhodnéte, zda existuje konvexni pétithelnik ABCDE s tupymi dhly
ABD, BCE, CDA, DEB a EAC.
[Neexistuje. Uvazujte nejkratsi z thlopiicek pétithelniku ABCDE (necht
je to napt. AC, tj. |AC| < |AD|) a ukazte spor s existenci trojahelniku
ACD|]
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Priklad 8

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE s pravymi uhly pii vrcholech B
a E. Dokazte, ze obvod trojuhelniku AC'D neni mensi nez 2 |BE|.
[Navod. Oznatme P, @ stfedy uhlopficek po fadé AC, AD. Ukazte, Ze
délka lomené ¢ary BPQE je rovna poloving obvodu trojuhelniku ACD.|

Priklad 9 (9. geometricka olympiada I. F. Sarygina, 2013)

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE s pravymi thly pii vrcholech B
a E, v némz |AB| = |AE| a |BC| = |CD| = |DE|. Necht P je prisecik
jeho thlopticek BD a C'E. Dokazte, 7ze |PA| = |AB|.
Piiklad 10 (XVII. MO juniora — Polsko, 2022, viz [5])

V konvexnim pétithelniku ABCDE s pravym thlem p#i vrcholu D plati
|AC| = |AD| a |BD| = |BE|. Dokazte, ze trojuhelnik ABD a ¢tyfuhelnik
ABCE maji stejny obsah.
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Zajimavé matematické tlohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni muzete
zaslat nejpozdéji do 15. 6. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz. Zajimava a originalni reSenf{ dloh radi uvefejnime.
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