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V prvni ¢4asti tohoto piispévku se budeme zabyvat vykladem pojmu
didakticka struktura, v druhé ¢asti uvedeme nékolik ilustrativnich piikladi
vhodnych pro zaky zékladni nebo stfedni skoly.

Dva pristupy k vyucovani geometrii

Kdy zac¢ina dité vnimat prvni podnéty geometrického charakteru? S tro-
chou nadsazky miizeme ¥ici, Ze geometrii se dité u¢i ,,od kolébky*“. Driive
nez za¢ne mluvit, poznava omezenost prostoru, v némZ zije (postylka,
ohradka, pokoj, auto, byt, ...). Setkava se pfirozené i s pohybem (mé-
vani rucickou, piichod matky, pad hracky, jizda autem, ...). Rozumi pii-
kaztim ,,Pojd bliz¥, ,, Otoc¢ se. .. “. Skladani kostek do krabice, panenek do
ko¢arku, bonbént do krabicky, ...to jsou ¢innosti, které maji charakter
vypliiovani prostoru. Jiz v pFedskolnim véku poznava dité (aniZ si to oviem
uvédomuje) i jevy riznych dimenzi (stopa boticky v pisku, stin mice, ...).

Podle naseho nazoru bychom méli tyto jevy (déleni prostoru, vypliiovani
prostoru, pohyb v prostoru a dimenze prostoru) vyuZzivat pfi vyucovani ge-
ometrie od prvni tfidy ZS. Pozoruhodné je, ze tyto skute¢nosti muzeme
vnimat v geometrickém vyucovani od zékladni skoly po maturitu (ryso-
vani, méfeni, obsah utvaru, objem télesa, shodna zobrazeni, diferencialni
a integralni pocet, ...). UkaZzme, Ze popsané principy jsou ,pojmotvorné“.
Piimka déli rovinu na dvé ¢asti — poloroviny. Bod déli pfimku na dvé polo-
piimky. KruZznice déli rovinu na dvé oblasti (vnitini a vngjsi). . . Vyplilovani
prostoru jednorozmérného vede k méreni tiseéek, ,,dlazdéni* je vyplhovani
¢asti roviny, to je zéklad pojmu obsah tutvaru, pfedstava o vypliiovani pro-
storu krychlemi je propedeutikou objemu télesa. Rysovani (podle pravitka

Matematika — fyzika — informatika 33 (1) 2024 1



¢ kruzitka) se realizuje pohybem, pohyb je zékladem piedstav o shod-
nosti geometrickych atvart. Zobrazovani téles je proces redukce dimenze:
prostorového ttvaru do jeho dvojdimenzionalniho obrazu.

Naznacené piistupy nejsou ovSem zakladem vyucovani geometrii na na-
sich skolach. To je silné ovlivnéno tradici, ktera se tahne od Eukleida k Hil-
bertovi. Je zaloZeno na mytu, Ze geometrie musi za¢inat ,,od za¢atku®, tedy
od zakladnich pojmi, jako jsou napf. bod, primka, incidence, ... Vyuco-
vani je silné ovlivnéno axiomatickym budovanim geometrie.

V tomto, feknéme klasickém pojeti geometrie, se na samém zacatku mu-
sime zabyvat otazkami, které miizeme stézi uspokojivé zodpovédét, napt.
Co je to bod? Je tomu tak i v tzv. mnozinovém pojeti vyuc¢ovani, které
u nés ,,vykvetlo“ v reformu, v niz napt. trojuhelnik byl zaveden zptisobem
reprodukovanym na obr. 1 z publikace [6]. Body jsou zde modelovany kuli¢-
kami z plastické gumy. Strany trojahelnika (tise¢ky) jsou rovnéz utvareny
souborem kulicek.

Modelovani trojiihelniku

Obr. 3

Vymodelujte body M, N, P, které nelezi v isecce, a $pejlemi vyznacte strany trojihelniku
MNP, (obr. 3). Vyznatte bod R, ktery naleZi trojihelniku MNP. (Z. modeluji v lavicich ve
skupinach po dvou a dva Z. modeluji u tabule.) Bod R miiZeme vymodelovat na strané
trojihelniku MNP (obr. 3). Bod R nalezi trojlihelniku MNP. Nyni vymodelujte bod S
trojihelniku MNP, ktery nendlezi Zadné jeho strané. Vymodelujeme usecku MR
(obr. 4). Usetka MR je podmnozinou trojihelniku MNP. Kazdy jeji bod naleZi trojtihel-
niku MNP. Bod S vymodelujeme mezi body M, R. Vymodelujte jiny bot T, ktery nalezi
trojuhelniku MNP, Vymodelujte bod V, ktery trojihelniku MNP nenalezi.

Obr. 1

Je tedy tusecka mnozinou boda? Jisté nikoli v pojeti podle obr. 1, ale
ani v pojeti Jana Vysina: body — mtizeme dobfe modelovat koralky navle-
¢enymi na niti [5]. MnoZina koralki na napjaté niti by byla pochopitelné
touz mnozinou, povésime-li koralky na krk. Chapéani bodu jako malé ku-
licky do matematiky nepatii. Jak bychom pfi tomto pfistupu mohli pfi-
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jmout fakt, Ze mnozina boda vnitini oblasti kruznice s polomérem 1 cm je
stejnd poetna (m4 stejnou mohutnost) jako mnozina boda vngjsi oblasti.
Rovnost pocetnosti téchto mnozin mtzeme dokazat i na trovni zakladni
skoly. Staci pfifadit libovolnému bodu X roviny riznému od stiedu kruz-
nice poloméru 1 bod X’ polopfimky SX, pro ktery plati |SX|-|SX’| = 1.
Zkonstruovali jsme tedy prosté zobrazeni vnitini oblasti kruznice na oblast
vnéjsi.

Bod bychom méli (podle naseho nazoru) chapat jako misto v roviné
(nebo v prostoru). Usecka je tedy mnoZinou takovychto mist, mnozinou
bodt, z nichz pro kazdé dva je definovana vzdalenost. MnozZiny bodu
jsou podmnozinami uréitého metrického prostoru. Usecka AB je mnoi-
nou vsech bodu X, pro které plati |AX |+ |XB| = |AB|.

Tim se dostavame k tradiénimu pojmu Skolské geometrie: geometrickym
mistim boda.

V roce 1964 Jan Vysin piSe: ,Neméli bychom uzivat zastaralého ter-
minu ,geometrické misto bodi‘ (tento nazev pochazi od Platonal) a méli
bychom disledné ¥ikat mnoZina bodu! Tento pozadavek méa hlubsi di-
vody nez pouhé ,zmodernizovani‘terminu; chceme totiz vstipit zakam,
krivky (...) a chceme s témito Gtvary skuteéné pracovat jako s mnozinami*
([5, s. 102]). Tato Vysinova vyzva se ujala. V nagich souc¢asnych uc¢ebnicich
se termin geometrické misto bodu zpravidla nevyskytuje. Nasi autofi chtéji
byt moderni a termin geometrické misto bodi nepouzivaji (Pomykalova,
Herman, Cihlar, Mi¢ek a dalsi). Vyjimku tvoii snad jen Hejny, ktery méa
v ucebnici D z r. 2017 kapitolu Geometrické misto bodi ([3, s. 27]).

Souhlasime s nazorem Jaroslava Sedivého, Ze termin geometrické misto
bodi ,,oznac¢uje takovou ¢ast nékteré zakladni geometrické mnoziny, jejiz
prvky maji dané charakteristické vlastnosti. Jde tedy o mnoziny urcované
podobné jako mnoziny kofent rovnic atp.” V souladu s vykladem o tsecce
doporucujeme tedy uzivat termin geometrické misto bodu, uzivat vsak ve
stejném smyslu termin mnoZzina nelze povazovat za chybu.

Ucivo o geometrickych mistech bodii je vlastné u¢ivem o déleni na ¢asti:
body geometrického mista U maji vlastnost V a body doplitku U’ vlastnost
V nemaji.

V souvislosti s tim, ze v geometrii vychézime z reality zdkova svéta,
pfipomenme, Ze nékteré britské ucebnice uzivaji nejen termin namésti
(square) misto ¢tverec, ale i disk (disc) misto kruh, drak (kite) misto del-
toid, ... Ve slovniku [1] je dokonce definovan n-rozmérny mi¢ (obr. 2).
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ball The n-ball E* (n = 1) is the sub-
space of n-dimensional *Euclidean space
R" of points (x,,...,x,) such that
Jx?2 + ...+ x,?) < 1 It contains the
(n — 1)-sphere S"~! (see sphere) as a
subspace.

For example, E? is a circular disc and E' is
the closed interval [— 1, 1].

Obr. 2

Hilbertovy Grundlagen der Geometrie, které vysly r. 1899, ovlivnily,
jak uz jsme zde zminili, velmi vyrazné skolskou geometrii. V r. 1898 vysly
Prednasky z geometrie francouzského matematika Hadamarda, které svym
pojetim jsou dosti blizké didaktické struktufe geometrie.

V axiomaticky budované geometrii se, jak znamo, tzv. primitivni pojmy
(napf. bod, pfimka, ... ) zavadsji nepfimo. Axiomy jsou jejich implicitnimi
definicemi. Tento pfistup neni ovSem mozny realizovat ve Skolnim vzdéla-
vani. Nevhodné je i pojeti Eukleidovo: ,Bod jest, co nema dilu“ [2].

Ulohy

V této ¢asti uvadime 10 FeSenych uloh z uciva st¥edni skoly. Ulohy jsou
vétsinou znamé a ,klasické“. Jsou dokladem faktu, Ze ackoliv naSe gkola
explicitné didaktickou strukturu nezminuje, je tato struktura ve skolském
uc¢ivu implicitné obsazena.

Ulohy 1 a 2 se tykaji déleni prostoru, tlohy 3 a 4 jsou na geometricka
mista bodt, tlohy 5 a 6 pojednavaji o déleni a vypliovani prostoru, tilohy
7 a 8 popisuji pohyb v prostoru, tlohy 9 a 10 ukazuji vztahy mezi dimen-
zemi 3 a 2. Posledni dva zde uvadéné principy vedly dokonce k vydéleni
samostatnych obort: kinematické a deskriptivni geometrii.

Uloha 1 Dokaite, Ze ,mapu®, kterou vytvaFi n piimek roviny, mizeme
vybarvit dvéma barvami pfi zachovani téchto pravidel:

e oblasti, které maji vzajemnou hranici ve tvaru asecky, nebo polopiimky,
musime vybarvit riznymi barvami,

e oblasti, které se stykaji pouze v bodech musime vybarvit stejnou barvou.
Na obr. 3 jsou nakresleny ptiklady vysledki pro 1, 2, 3 a 4 pfimky.
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Obr. 3

Dokazujeme, Ze tvrzeni plati pro libovolné pfirozené n. Pro n = 1 jsme
tvrzeni ovéfili na obr. 3.

Predpokladejme, Ze mapu tvofenou (n — 1) pfimkami mtZeme vybarvit
dvéma barvami.

Pridame-li v8ak dal$i n-tou pfimku p, mapa nebude spravné vybarvena.
Zaménime-li v8ak v jedné poloroviné barvy, bude mapa opét vybarvena
spravné (obr. 4). Tim je véta dokdzana pro libovolné pfirozené n.

p

Obr. 4

Uloha 2 Dokazte, ze kazdy &tverec lze rozlozit na n étverci, kde n je
libovolné pfirozené ¢islo rizné od 2, 3 a 5.

4 5 6

-7

- -

Obr. 5

Na obrazku 5 je nakresleno délenf na 4, 6, 7 a 8 ¢tverci. Na 5 ¢tverct

¢tverec rozloZit nelze, nebot ¢tverce v rozich znemoziuji konstrukei patého
Ctverce.
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Protoze rozdélenim libovolného ¢tverce podle prvniho obrazku pribudou
dalsi 3 ¢tverce, je po¢et moznych rozdéleni

6+3k=3(k+2)=3m
T+3k=2-3+1+3k=3(k+2)+1=3n+1
8+3k=2-3+2+3k=3(k+2)+2=3p+2.

Protoze kazdé prirozené ¢islo lze nékterym z téchto tvari vyjadrit, je
tvrzeni dok4zano.

Uloha 3 V fadé nasich ucebnic miizeme najit text, ktery reprodukujeme
na obr. 6 z ucebnice [8, s. 73].

Posud'te tuto ukazku.

jueh ﬁuﬁdiinou vsech bodt, které maji
vzdalenost od polopfimky VA stejnou
jako od polopfimky VB.

(Napr:: bod Q nelezi na ose uhlu.)

Obr. 6

Tvrzeni zde uvadéné neni spravné, nebot vzdalenost bodu od polo-
piimky méfime podle obr. 7.

S

y----

<
>
P

Obr. 7

V poloroviné pA je vzdalenost bodu X od polopfimky PA velikost
tsecky X X’. V poloroving opacné k poloroviné pA je vzdalenost bodu
Y od polopiimky VA velikost usecky YV.
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MnoZinou bodu stejné vzdalenych od polopiimky VA jako od polo-
piimky V' B je tedy sjednoceni osy o = VZ s thlem = <X KV L (obr. 8).

K A

T, B

Obr. 8

Protoze pojem vzdalenost bodu od polopifmky neni obvykle na ZS de-
finovan, méli bychom nasi dlohu formulovat napf. takto: Urcete mnozinu
vSech bodu thlu AV B, které maji od pfimky VA stejnou vzdalenost jako
od pfimky V' B.

Uloha 4 Kruznice k(K;r) se dotyka zevniti kruznice I(L; R) v bodé U.
VySetiete geometrické misto stiedid X kruznic x, které maji vnéjsi dotyk
s kruznici k a vnit¥ni dotyk s kruznici [ (obr. 9).

Je-li X bod hledaného geometrického mista bodu, pak v oznaceni podle
obr. 9 plati:

|[KX| =7+ o, kde ¢ je polomér jedné z hledanych kruznic a

ILX|=R-o.

Je tedy

|[KX|+|LX|=r+R. (1)

Bod X proto lezi na elipse e s ohnisky K a L a hlavni osou r + R. Tato
elipsa prochézi bodem U a stiedem S usecky HV (v oznaceni podle obr. 9).

Je-li X libovolny bod elipsy e, ozna¢me M prusecik tsecky K X s kruz-
nici k a T prusecik polopfimky LX s kruznici l. Kazd4 kruznice z(X; | X M|)
se v bodé M dotykéa kruZnice k. Kazda kruznice z(X;|TX|) se v bodé T
dotyka kruznice .
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Obr. 9

Protoze podle konstrukce je [MX| = |KX|—r a |[TX|=R—|LX]|, je
|MX| = |TX]|, nebot tato rovnost je ekvivalentni s rovnosti |[KX| —r =
= R — |LX]|, neboli (1).

Nalezi-li bod X elipse e, pak je stfedem kruznice, ktera se dotyka kruznic
kal

Obr. 10
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Mnozinou stiedt kruznic, které se dotykaji k a [, je tedy elipsa e s oh-
nisky K a L a hlavni osou r + R. Bod U musime ovSem z hledaného
geometrického mista vynechat.

Uloha 5 Rozdélte trojuhelnik ABC na 4 trojuhelniky tého obsahu podle
obr. 11.

c
by
n/ 5 M
N
S
A B
Obr. 11

ProtoZze obsah S trojihelniku ABN je 1/4 obsahu AABC, muZeme
bod N sestrojit podle obr. 12.

C¢

Obr. 12

Protoze obsah trojuhelniku MNB je 1/3 obsahu trojuhelniku NBC,
muzeme bod M sestrojit podle obrazku analogicky. Téznice M P trojuhel-
niku NMC' déli tento trojuhelnik na dva trojuhelniky téhoz obsahu S.

Uloha 6 Rozdélte lichob&znik ABCD p¥imkou M N rovnobéznou se za-
kladnami na dva lichobézniky téhoz obsahu.
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Je-li M N hledana usecka, pak v oznaceni podle obr. 13 (pfimky DY,
MYV a CB jsou rovnobézné, |M N| = z) plati:

(a+2)-v1=(b+2) vy @)
(z=0b)-v1=(a—2) v
D b C
i
L,
M1~ N\ N
i
w0 //\
Agz Vv a A
Obr. 13

Prvni rovnost vyplyva z rovnosti obsahii lichob&znikit ABNM a MNCD,
druhéa z podobnosti trojthelnika AVM a MY D. Z rovnic (2) ziskame vy-
poctem
a? + b2

5
Usecku délky z mizeme sestrojit nap¥. takto: Pravothly trojahelnik PQR

s odvésnami a, b ma preponu ¢ = va? + b2. Z rovnosti z = % = #

|[MN|=z=

plyne podle obr. 14 konstrukce.

Obr. 14
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Uloha 7 Deska skladaciho stolu se ma nejdiive oto¢it z polohy ABCD
do polohy A’'B'C'D" (A — A’, B — B’) podle jistého stiedu S. Pak
se m4 ziskat preklopenim jedné desky dvojitého stolu podle hrany A’D’
obdélnikovy sttil B'C’C1B;. Urcete polohu bodu S, podle néhoz se stiil
otaci (obr. 15). (Viz [9, s. 127]).

B’ A B,
A D
B C
c’ D C,
Obr. 15

Protoze pfimka AB je kolméa k pifimce A’B’, je takové otoceni mozné,
nebot pfimka a jeji obraz v oto¢eni o thel « svira thel « (obr. 16).

S

Obr. 16

Stied otodeni, které prevadi bod A do bodu A’, musi leZet na ose o;
usecky AA’, stfed otaceni, které prevadi bod B do bodu B’, musi leZet na
ose 0o Usecky BB'. Stied S musi tedy lezet v priseciku téchto os. V rotaci
R(S,90°) prejde bod A do bodu A’ a bod B do bodu B’ (obr. 17).

Pieklopenim obdélniku A’B’C’D’ podle primky A’D’ dostaneme vy-
slednou polohu B’C’C1B; rozlozené desky stolu.
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) A 31

L AS S -
1N S/

0, '
\
\
\

i C
c’ = |

Obr. 17

Uloha 8 Ctverec ABCD je v prostoru libovolng premistén do polohy
A'B'C'D’. Dokazte, ze stiedy S, Q, N, M tuse¢ek AA’, BB', CC" a DD’
jsou vrcholy rovnobézniku (obr. 18, obrazy danych ¢tverci jsou rovnobéz-
niky).

C

DI

Obr. 18
12
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V oznaceni podle obrazku plati:

SO=W+7d+7,
SG=-1+b -7,
neboli

250 =7+ b, SO=

Podobné plati:

MN=+d+7,

MN=-m+1 -,

IMN =T+ b, J\W\?’:%(E@?).

Strany SQ a M N jsou tedy rovnobézné a shodné a ¢tyiihelnik SQN M
je rovnobéznik.

al

(

1 —
- b).
5 +

Uloha 9 Na obr. 19 je nakreslen mnohostén, jehoz viechny hrany jsou
viditelné. Sestrojte sit tohoto télesa. (F. Kufina)

H G
E
J F
D K c
A B
Obr. 19

Maji-li byt v8echny hrany télesa viditelné, musi jeho stény tvofit troj-
thelniky BCK a EHJ, lichobézniky ABKD, CGFK, GHJF, AEJD,
¢tverec DK FJ, a ovSem i Sestithelnik ABCGHE, z néhoz jsou viditelné
pouze strany.

Cini-li nékomu problém pfedstavit si hledany mnohostén, téleso, které
Milan Hejny nazval v élanku [4] Kufindv osmistén, je to patrné, je to patrné
proto, Ze v obr. 19 vidi nazorny obréazek prihledné krychle. Na tento ob-
razek se vSak muzeme divat jako na plidorys konstruovaného mnohosténu
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nad Sestithelnikem ABCGHE. Nad timto Sestithelnikem je v prostoru
v ur¢ité vysce v roviné rovnobézné s rovinou Sestitthelniku umistén ¢tverec

DKFJ podle obr. 20.
H G

/ )
A B
Obr. 20

Sit nebude obr. 19 uréena jednozna¢né, nebot z tohoto obrazku neni pa-
trna vzdalenost roviny ¢tverce od roviny Sestitthelniku. V siti bude tsecka
KB (a dalsf) vétsi nez tato tisecka na obr. 19. Usecky HG a JF jsou za-
kladny lichobézniku a vrcholy B, C, K jsou vrcholy trojihelniku. Podobné
to plati pro zbyvajici ¢asti mnohosténu. Provedeme-li otoceni trojihel-

nikt a lichobéZzniki do roviny Sestitthelniku, dostaneme spolu se ¢tvercem
KDJF sit hledaného télesa (obr. 21).

J F
J
H G
F J
J E
c
D K D
A B
K
D K
Obr. 21
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Uloha 10 Jaké chyby jsou na obrazku 22 kulové plochy se stfedem v po-
¢atku souradnicového systému. Rovnik, ktery je kruznici, se podle obr. 22
zobrazi jako elipsa.

Obr. 22

K sobé kolmé priuméry AB a CD rovniku (na obr. 23) se zobrazi do
priuméri AB a CD, které sviraji ostry thel (obr. 24).

N D M

\
’

K c L K C L
Obr. 23 Obr. 24

Protoze rovnobézné pfimky zobrazujeme jako rovnobézné piimky a ob-
razem te¢ny vzoru je tefna obrazu, zobrazi se ¢tverec KLMN opsany
rovniku (obr. 23) do rovnobéZniku KLMN na obr. 24. Rovnik se tedy
zobrazi do elipsy vepsané do rovnobézniku K LM N na obr. 24. Te¢na rov-
niku v bodé A na obr. 22 ma byt rovnobézna s C'D podle obr. 24 a nemuze
byt k AB kolma. Na obr. 22 jsou dale nespravné zobrazeny poly N a S.
To nahlédneme podle obr. 25.
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Obr. 25

Ma-li byt obrazem rovniku elipsa, nemuze byt jeji rovina rovnobézné
s nakresnou. P¥i bo¢nim pohledu je nékresna zobrazena jako pfimka v a
rovnik jako tsecka C'D. Pak ovSem poly N a S se nemohou zobrazit na
obrys obrazu kulové plochy, jak je nakresleno na obr. 22.

Tento ¢lanek je informaci o didaktickém pristupu k vyucovani geometrii,
ktery je ponékud odlisny od tradiéni cesty realizované na nasich Skolach.
Jsme presvédceni, ze uvedené pojeti miize pfispivat k hlub§imu porozumeéni
geometrii a ke zvySovani zdjmu zakt o matematiku.
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