Zajimavé matematické ulohy

Po ¢tytech letech uzavirdme dalsi ¢ast nasi dlouhodobé soutéze. V letech
2020-2023 jsme v nasi rubrice zvefejnili a ¢tenaium predlozili 32 novych
iloh. K nim jsme obdrzeli 337 feSeni od 107 Fesiteli. Nejvice feseni do
redakce zaslali (v zavorce je uveden jejich pocet):

1. Karol Gajdo$ z Trnavy (26),

2. Anton Hndth z Moravan (16),

3. Frantisek Jdchim z Volyné (15),

—6. Lubomir Hajdanka z Michaloveu, Jozef Mészdros z Jelky
a Lenka Poljakovd, GJS Prerov (10),

7. Piotr Kulisz, ZSOT Lubliniec (Polsko) (9),

8—9. Michal Janik G Brno, t¥. Kpt. JaroSe a Samuel Rosiar,
GJK Praha 6 (8).

Nakladatelstvi Prometheus odméni vysSe uvedené fesitele svymi kni-
hami.

4

Na dalsich mistech se umistili: Amdlie Dostalikovd, P¥erov, Karel Steh-
lik, GChD Praha 5 a Ondiej Trinkewitz, G a SPSE Frenstat pod Rad-
hostém (vSichni 6), Anastasia Bredikhina, GJK Praha 6, Tereza Cernd,
G Praha 9, Litométicka, Adam Mendl, GPAC Téabor, Vendula Onderkovd,
Prerov, Lucian Poljak, GJS Pierov (v8ichni 5), ...

V dalgi ¢asti nasi pravidelné rubriky uvetejiiujeme dvé nové dlohy. Jejich
feSeni muzZete zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
na emailovou adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni dloh radi
uverejnime.

Uloha 289
Urcete vSechny trojice (p, q,r) prvocisel, pro néz plati

p+2¢% + 3r = 2023.

Jaroslav Svréek
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Uloha 290
Lenka zvolila t¥i navzijem rizna realna ¢isla a, b, ¢ a vypocitala hodnoty
tii vyrazi
a+b b+c
(a—c)b—c)|” |(b—a)(c—a)

Dokazte, Ze jedna z téchto t¥{ hodnot je rovna souc¢tu zbylych dvou.
Josef Tkadlec

)

c+a
wwmw«

Dale uvadime feseni iloh 285 a 286, jejichz zadani jsme zvefejnili ve dru-
hém ¢isle aktualniho (33.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 285
Dokazte, Ze pro kazdou ¢islici ¢ € {1,2,...,9} existuje takové pFirozené
¢islo L., 7ze pocet vSech pfirozenych ¢&isel nejvyse rovnych L., v jejichz
desitkovém zapisu se vyskytuje Cislice ¢, je roven L./2.
Czestaw Lipinski (Némecko)

Resent. Podobna tloha byla poprvé uvedena v roce 1950 v polském ¢aso-
pise Matematyka pod &islem 177, autor se podepsal A.M.R. (Warszawa).
V této tuloze se pozadovalo, aby FeSitel nasel vSechna takova éisla L.. V na-
sledujicich ¢islech nikdy nebylo zvefejnéno tplné Feseni, objevilo se pouze
nekolik ¢asteénych reseni.

Ozna¢me D,, mnozinu vSech ¢isel pfirozenych ¢isel mensich nez 107,
téchto ¢isel je pravé 10™ — 1. Predstavme si, Ze vSechna tato ¢isla zapiSeme
pomoci pravé n &islic, pfitom povazujeme za piipustny zapis ¢isla, které
zacina nékolika nulami. Ziejmé pravé 9" — 1 z nich neni zapsdno pomoci
nékteré ¢islice ¢ € {1,2,...,9}. Tedy pravé 10™ — 9" &isel z mnoziny D,
je zapsano pomoci ¢islice c.

Na mnoziné pfirozenych ¢isel uvazujme funkei

10" —9n

A T

Tato funkce (o které se da snadno dokazat, Ze je rostouci na mnozing
prirozenych ¢isel) udava relativni podil ¢isel, ktera jsou zapsédna pomoci
nékteré Cislice ¢ v mnoziné D,,. Plati g(6) = 0,46856 a ¢(7) = 0,5217.
Odtud vidime, Ze v mnoziné Dg je méné Cisel zapsanych pomoci nékteré
¢islice ¢ nez ¢isel, kterd v desitkovém zéapise obsahuji ¢islici ¢, zatimco
v mnoziné Dy jich je jiz vice.
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Pro libovolnou ¢islici p < ¢ je pocet ¢islic z mnoziny Dy, jejichz de-
sitkovy zapis zadina &islici p a obsahuji v ném é&islici ¢, roven 10 — 96,
Takovych ¢islic p < ¢ je v mnoziné {0,1,2,3,...,9} pravé ¢, tedy v mno-
7iné Dy je pravé ¢(106—99) &isel, jejichz desitkovy zapis za¢ina &islici mensi
ne7 ¢ (véetné nuly) a jsou zapséna pomoci &islice c.

Ukazeme, ze pro libovolnou &islici ¢ muzeme néktera z Cisel L. hledat
mezi sedmimistnymi ¢&isly, jejichz desitkovy zapis zacina &islici c. Pocet
sedmimistnych ¢isel, jejichz desitkovy zépis za¢inéd Cislici menSsi nez c, je
¢-105 — 1. Z nich je zapsano, jak jsme ukazali vySe, pravé c(106 — 9°) &isel
pomoci ¢islice c. Nerovnost

c(10% —95) (106 —9%) 105 — 96 )
106 — 1 = clob —¢ 106 -1 9(6) = 0,468 56
jiz dokazuje pozadované tvrzeni.

Hledejme nyni sedmimistné ¢islo L., jehoz desitkovy zapis zacina ¢islici ¢
(tedy L. > c-10%). Pocet vech ¢&isel, ktera jsou mensi nez c- 10 a nejsou
zapsana pomoci éislice ¢, je roven

(c-105 —1) — ¢(10° — 95) = ¢- 95 — 1 = 531 441¢ — 1.

Podle zadani plati
L.=2(c- 9% — 1) =2(531441¢c — 1) = 1062 882¢ — 2.

Pro néktera pozadovana ¢isla ¢ jsme nasli néktera hledané ¢isla L.. Tato
¢isla zapiSeme do tabulky:

c |1 2 3 4 5

L. | 1062880 2125762 3188644 4251526 5314408
c | 6 7 8 9

L. | 6377290 7440172 8503054 9565936

Poznamka 1. VySe uvedeny postup najde nejmensi vyhovujici ¢isla L,
pro ¢ € {6,7,8,9}. V nasleduji tabulce uvedeme nejmensi L. pro zbyvajici
¢islice:

c |12 3 4 5

L. 2 39364 472390 590488

Pozndmka 2. Neni obtizné dokazat, Ze desitkovy zapis nejmensiho éisla
L. za¢ind mimo ¢ = 1 préaveé ¢islici ¢. Soucasné také lze dokézat, ze ¢islo
L1 = 1062880 je nejvétsi ze vSech Eisel L.
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Jiné veseni. Cislo L. je zfejmé sudé. Pro libovolné pfirozené ¢islo n

oznatme s.(n) pocet vSech &sel mensich nebo rovnych n, kterd jsou za-

psdna uzitim ¢&islice ¢. Na mnoziné vSech sudych ¢isel uvazujme funkci

he(n) = se(n) — n/2. Tato funkce z¥ejmé nabyva jen celo¢iselnych hodnot.
Po snadné tdpravé plati

he(n+2) — he(n) = se(n+2) — s.(n) — 1.

Tedy
1, pokud obé ¢&islan+ 1 a n + 2 jsou zapsana
pomoci ¢islice c,
he(n+2) —he(n) = 0, pokud jedno z téchto &isel &islici ¢ obsahuje

a druhé nikoliv,

—1, pokud obé tato ¢&isla ¢islici ¢ neobsahuji.

To znamené, Ze pii pfechodu k nasledujicimu sudému ¢islu funkce h, zméni
hodnotu o jedno z ¢isel 1, 0, —1. V mnoziné {1,2,...,10} existuji dvé &isla
(1, 10), ktera ve svém zapise obsahuji &islici 1, zbyvajici nenulové &islice ¢
pak obsahuje pravé jedno ¢&islo c. Proto plati

hi(10) =2 — 5 = —3, hy(10) = hg(10) = ... = hg(10) =1 — 5 = —4.

Vgechny tyto hodnoty jsou zaporné.

Stejnym zptsobem jako v pfedeslém feSeni zjistime, Ze v mnoziné priro-
zenych Cisel, které jsou nejvyse rovna 10000 000, je zapsano pomoci Cislice
c > 1 pravé 107 — 97 = 5217031 &isel. Podobné v této mnoziné obsahuje
¢islici 1 jesté navic ¢islo 10000 000, plati tak

h1(10000000) = 5217032 — 5000000 = 217032,
h2(10000000) = ... = hg(10000000) = 5217031 — 5000000 = 217031,

a tyto hodnoty jsou vesmés kladné.

Protoze funkce h. pfi prechodu k nésledujicimu sudému ¢&islu zméni
hodnotu o né&které z ¢isel +1, 0, —1, je zfejmé, Zze nékde mezi ¢isly 10
a 10000000 nabude hodnotu 0. A ¢&islo, ve kterém tato funkce nabude
hodnotu 0 je préavé hledané ¢&islo L.

Pozndmka 3. éislo7 ve kterém funkce h. nabude hodnotu 0 nemusi byt
jediné. Naptiklad v dané mnoziné nabyva funkce hy hodnotu 0 pro ¢isla 6,
24, 160, 270, 272, 1456, 3398, 3418, 3420, 3422, 13120, 44686, 118 096,
674934, 1062 880.

Matematika — fyzika — informatika 32 (4) 2023 263



Spravné feSeni zaslali: Karol Gajdo§ z Trnavy, Anastasia Bredikhina,
GJK Praha 6, Tereza éernd, G Praha 9, Litométicka, Patrik C’ermdk, Novy
PORG Praha 4, Richard Dobisek, MG Praha 6, Viktor Gola, MG, SZS a
VOS Vsetin, David Hromddka, G nad Aleji Praha 6, Markéta Kalendovd,
AG Praha 2, Korunni, Jindrich Kaplicky, G Celakovice, Frantisek Koloros,
G Benesov, Marco Kormanik, Petr Némec, oba WG Ostrava, Tereza Krejci
a Richard Materna, oba G Brno, t¥. Kpt. Jarose, Matéj Mach, G Piibram,
Veronika Masickovd, PORG Praha 8, Nikolas Pippal, G Olomouc, Hejéin,
Lucian Poljak a Lenka Poljakovd, oba GJS Prerov, Krystof Sedlicek, GE
Praha 2, Jan Sliva, MG Praha 6, Patrik Stencel, MG Opava, Daniel Viktor
Theiss, G Cheb, Adam Vasek, GJB Beroun, Ondrej VIk, DPG Liberec
a Ivan Zemliéka, G Praha 8, Ustavni.

Netplnéa feSeni zaslali: David Horcicka a Tomds Pazourek, oba G Brno,
t¥. Kpt. JaroSe, Terezie Kladivovd, GAJ Litomysl a Marie Zdmostnd, GOB
a SOS Tel¢.

Uloha 286
KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, B (A # B). Pfimka, kter& pro-
chazi bodem A, protina tyto kruznice po fadé v bodech C, D (C # A # D).
Dokazte, Ze osy vsech tuse¢ek C'D prochazeji spoleénym bodem.
Pavel Leischner

Resent. Necht AE je priamérem kruznice k. Podle Thaletovy véty jsou oba
uhly ABE a ACE pravé. Podobné necht AF' je primérem kruZnice [. Opét
podle Thaletovy véty jsou oba thly ABF a ADF pravé. Odtud plyne, Ze
oba body F a F' lezi na kolmici k pifimce AB prochéazejici bodem B a tedy
body E, B a F lezi na téze pfimce. Ozna¢me S stied tusecky EF.

Obr. 1
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Obé pfimky C'E a DF jsou kolmé k piimce C'D, jsou tak rovnobézné
a navic osa useCky C'D je s nimi rovnobézna a je i jejich osou, viz obr. 1
a 2. Odtud plyne, ze tato osa tsecky C'D prochazi stfedem S tusecky EF.
Tedy osy v8ech tuseéek C'D prochazeji stfedem S tusecky EF, kde F a F
jsou krajni body priméri z bodu A po fadé kruznic k a [.

Obr. 2

Jiné Teseni. Oznatme K a L po fadé stfedy kruznic k a [ a uvazujme
vrchol S rovnobé&zniku AK SL. UkaZeme, Ze pro tento vrchol plati |C'S| =
= |DS|, tedy ze vrchol S lezi na ose (libovolné) usecky C'D. Vzhledem
k definici bodu K, L, S plati |CK| = |AK| = |SL|, |AL| = |DL| = |SK],
tedy trojuhelniky CK S a SLD maji shodné strany CK a SL, resp. KS a
LD, dokazovana rovnost je tak ekvivalentni dikazu shodnosti trojihelnikt
CKS a SLD, tedy je ekvivalentni dikazu shodnosti thla CKS a DLS.
V situaci podle obr. 3, kdy vyuzijeme faktu, ze trojuhelniky AKC a
DLA jsou rovnoramenné a body C, A, D lezi na jedné p¥imce, plati

|XSKA| = |<ALS| = 180° — X KAL| = |X DAL| + | CAK| =
=90° — X AKC| +90° — 3|« DLA| =
= 180° — (|4 AKC| + |« DLA)).
Proto
IKCK S| =360° — [XSKA| - X AKC| =
= 360° — (180° — L(|C AKC| + |XDLA|)) — X AKC| =
= 180° — :[X AKC| + L& DLA]
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X DLS| = | DLA| + |X ALS| =
= [ DLA| +180° — 3(|XAKC| + [« DLA|) =
=180° — $|XAKC|+ | DLA|.

Tedy vnitini thly u vrchola K a L trojuhelnika CK A a DLS jsou shodné,
tyto trojuhelniky jsou tak shodné a plati

ICS| = |DS.

Obr. 3

V situaci podle obr. 4 opét vyuZijeme faktu, ze trojuhelniky AKC a
DLA jsou rovnoramenné a body C, A, D leZi na jedné p¥imce, plati tak

|ASKA| = |2 ALS| = 180° — X KAL| = 180° — (|« DAL| + |<CAK]|) =
=180° — (90° — X CKA| +90° — 1|< ALD|) =
= L(|XCKA| + |2 ALD).
Proto
IKCK S|

|KCKA| - |[<SKA| = [XCKA| — 3([<CKA| + | ALD|) =
= 3 CKA| - 31X ALD|
a
[ DLS| = |XALS| — |2 ALD| = L(|ACKA| + |< ALD|) — | ALD| =

= L9 CKA| - J|XALD.
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Tedy vnitini tthly u vrcholi K a L trojuhelniki CK A a DLS jsou shodné,
tyto trojuhelniky jsou tak shodné a opét plati

ICS| = |DS|.

Obr. 4

Spravna fesenf zaslali: Radek Bldha, G Ceské Budéjovice, Ceska, Ana-
stasia Bredikhina a Helena Muchovd, obé GJK Praha 6, Tereza Cernd, G
Praha 9, Litoméricka, Patrik C’ermdk, Novy PORG Praha 4, Jakub Hla-
venka a Tomds Pazourek, oba G Brno, t¥. Kpt. Jarose, David Hromddka,
G Praha 6, Nad Aleji, Radim Krska, Lucian Poljak a Lenka Poljakovd,
vichni GJS Pierov, Veronika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Nikolas
Pippal, G Olomouc, Hej¢in, Krystof Sedlicek, GE Praha 2, Jan Vabou-
Sek, PORG Praha 8, gtépdn Varhanik, GJR Chrudim, Adam Vasek, GJB
Beroun a Ivan Zemliéka, G Praha 8, Ustavni.

Netiplna feseni zaslali: Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovea, Frantisek Jachim z Volyné, Karolina Burdovd, G Jihlava a Filip
Jarolim, WG Ostrava.

Po uzavérce minulého ¢isla jesté redakce obdrzela spravna feseni tlohy
284 od Piotra Szatana z II LO v Tarnovskych Horach (Polsko).

Pavel Caldbek
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