Pocitame bez kalkulacky
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Obsah tohoto pfispévku tvoii odvozeni, popis a aplikace dvou uzitec-
nych metod (praktickych postupt) pro rychly vypodet dvojmoci (pfiroze-
nych) &isel, ktera kon¢fi ¢islici 5, a na prezentaci snadného vypoétu druhych
mocnin dvojmistnych pfirozenych ¢isel zacinajicich ¢islici 5. Poznatky,
které v tomto ¢lanku najdete, lze pfitom piimo (bez jakékoliv obsahlé
propedeutiky) pfenést mezi zaky nasich stfednich i zakladnich skol!).

V celém piispévku vystacime pouze se dvéma zakladnimi algebraic-
kymi formulemi (vzorci) — se zndmym vzorcem pro umocnéni dvojélenu
na druhou a se vzorcem pro rozdil druhych mocnin realnych (zde speci-
alné pfirozenych) &isel.

Druhé mocniny pfirozenych ¢isel konéicich é&islici 5

Libovolné pfirozené ¢&islo n, které konéi &islici 5, lze zapsat ve tvaru
n = 10a 4 5, kde a je pfirozené ¢islo. Pro jeho druhou mocninu pak plati

n? = (10a + 5)* = 100a”® 4 100a + 25 = a(a + 1) - 100 +25. (1)

V fadu stovek na pravé strané (1) tak obdrzime sou¢in dvou po sobé
jdoucich pfirozenych ¢&isel a, a + 1 a soucasné vidime, Ze posledni dvojéisli
¢isla n? je vidy 25. Odtud je jiz patrny algoritmus snadného vypodtu
dvojmoci prirozenych ¢isel konéicich ¢islici 5.

Napf. pro a = 4, tj. n = 45, tedy podle (1) plati

452 = (10-4+5)2 =4-5-100 + 25 = 2000 + 25 = 2025,
nebo pro a = 11, tj. n = 115, dostaneme

1152 = (10- 11 + 5)2 = 11- 12 - 100 + 25 = 13200 + 25 = 13 225.

1) Modifikovany obsah tohoto pifspévku byl pivodn& urden tcastniktim podzimni
gkoly MAKOS, ktera se konala v zari 2021 v Orlickych horéach, a je prevzat s laskavym
svolenim editort z minisborni¢ku ,,Zapisky z 29. podzimni skoly péfe o matematické
talenty — MAKOS 2021¢.
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Vypocéty obou vyse uvedenych druhych mocnin lze tak bez vétsich pro-
blému provést primo ,,z hlavy*.

Obdobné lze postupovat také pfi rychlém vypocétu druhych mocnin
dvojmistnych pfirozenych &isel za¢inajicich &islici 5, tj. pFirozenych &isel
majicich na misté desitek pétku.

Druhé mocniny é&isel 50, 51, 52, ..., 59

Dvojmistna pfirozena ¢&isla m zacéinajici ¢islici 5 lze zapsat ve tvaru
m = 50 + b, kde b je ¢islice desitkové soustavy. Pro jejich druhé mocniny
tak plati

m? = (50 + b)2 = 502 + 2- 50 - b+ b? = 2500 + 100D + b (2)
Uzitim (2) tak napf. pro b = 3, tj. m = 53, obdrzime
53% = (50 + 3)% = 2500 + 100 - 3 + 9 = 2809
nebo napf. pro b =7, tj. m = 57, dostaneme
57% = (50 + 7)% = 2500 + 100 - 7 + 49 = 3 249.

Také oba tyto vypocty lze snadno provést ,z hlavy“ (bez pouziti kalku-
lacky).

Pozndmka. Ke snadnému vypoétu hodnoty 552 = 3025 Ize pfitom pouiit
obou vySe uvedenych vztahi — (1) i (2).
Neékteré uziteéné aplikace

Zavérem uvadime nékolik typickych piikladi, pri jejichz vypocétu vyu-
7ivame podstatnym zptusobem vztahy (1) a (2).

a) Vyuziti vzorce
A? —-B*=(A-B)(A+ B),

kde A, B jsou libovolna realna (zde pfirozena) &isla:
Piiklad 1
3555 = (45 — 10)(45 + 10) = 45% — 10? = 2025 — 100 = 1 925.

Piiklad 2
35 -85 = (60 — 25)(60 + 25) = 60 — 25? = 3600 — 625 = 2975.
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Piiklad 3
84-86= (85— 1)(85+1) =852 — 12 = 7225 — 1 = 7224.

Piiklad 4
5357 = (55 — 2)(55 + 2) = 55% — 22 = 3025 — 4 = 3021.

Priklad 5
47-54 = (50 —3)(50+4) =
=5024+1-50—12=2500+ 50 — 12 = 2538.
Piiklad 6
5552 = 55 - 56 - 100 + 25 = 55 - (55 4+ 1) - 100 + 25 =
= (552 4 55) - 100 + 25 = (3025 + 55) - 100 + 25 = 308 025.

b) Vyuziti vzorce
(A+ B)? = A2+ 2AB + B?,

kde A, B jsou libovoln4 realna (pfirozend) ¢isla:
Priklad 7

49% = (50 — 1)% = 2500 — 100 + 1 = 2401.
Priklad 8

86% = (85 + 1) =852 +2-85-1+ 1= 7225+ 170 + 1 = 7396.

Priklad 9
29-33 = (31-2)(31+2) = 312 2% = (30+1)*—4 = (900+60-+1)—4 = 957
nebo pfipadné také

29-33 = (30 —1)(30 + 3) = 30 +2-30 — 3 = 900 + 60 — 3 = 957.

7 teSeni vyse uvedenych deviti prikladt je patrné, Ze zrucny poctar
miZe viechny tyto tlohy (a také drtivou vétsinu jim podobnych) vypoéitat
snadno a rychle — bez pouziti kalkulacky.
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