Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mutzete
zaslat nejpozdéji do 30. 9. 2023 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz. Zajimava a origindlni feSeni{ dloh radi uvefejnime.

Uloha 285
Dokazte, Ze pro kazdou &islici ¢ € {1,2,...,9} existuje takové pfirozené
¢islo L., ze pocet vSech pfirozenych ¢&isel nejvyse rovnych L., v jejichz
desitkovém zapisu se vyskytuje ¢islice ¢, je roven L./2.
Jozef Kalinowski (Polsko)

Uloha 286
Kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B (A # B). Pfimka, ktera pro-
chazi bodem A, protina tyto kruznice po fadé v bodech C, D (C' # A # D).
Dokazte, ze osy vSech tsec¢ek C'D prochazeji spoleé¢nym bodem.
Pavel Leischner

Dale uvadime feSeni uloh 281 a 282, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
Ctvrtém &isle lonského (32.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 281

Necht dj znac¢i pocet jednomistnych déliteli libovolného pfirozeného
¢isla k.
a) Dokazte, Ze pro kazdé kladné celé ¢islo n plati

dpy1 +dpgo+ ...+ dugao

20 < 3.

b) Dokazte, Ze existuje kladné celé ¢islo n, pro které plati

dpy1+dngo+ ... +dutig
19

> 3.
Josef Tkadlec
Resent.
a) Jednomistni délitelé jsou ¢isla k € {1,2,...,9}. Misto toho, abychom
pocitali pocet délitelt kazdého z dvaceti po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel
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n+1, n+2,...,n+ 20 uré¢ime kolik z nich je délitelnych ¢islem kazdym
z uvazovanych ¢isel k, tento pocet ozna¢me si. Potom jisté

dpt1 +dnt2+ ...+ dpy2o =51+ 52 +...+ 9.

Ztejmé pro 20 po sobé jdoucich ¢isel plati

[
Sk > |’

kde [z] je horni celd cédst redlného &isla x, tedy nejmensi celé &islo, které
je vétsi nebo rovno z. Plati

dpi1+dpg2+... +duyao

20
_sitsat.ds _ [RIH[RI4 4 [F]
20 = 20
_20410+7+5+44+443+3+3 59
20 20

coz jsme chtéli dokéizat.
b) Polozme n = 9! — 1 a ozna¢me podobné jako v pfedchézejici ¢asti sy
podet &isel z mnoziny (nyni 19 po sobé jdoucich ¢isel)

{n+1L,n+2,...,n+ 19},

ktera jsou délitelna ¢islem k. Stejné jako v €asti a) nyni pro dané ¢islo n
dostavame

dpt1 +dpto+ ... +dpt19 S1+S2+ ...+ 89

19 19
_19+1047+5+4+443+343 58
- 19 197

coz jsme chtéli dokéizat.

Pozndmka 1. Stejnou tivahu v ¢asti b), ktera nam zajistuje nejvétsi mozny
pocet sk, jsme mohli provést také pro ¢islo n — 1, kde n je nejmensSim
spole¢nym nasobkem ¢&isel 1, 2,..., 9, tedy pro ¢islo n = 2520 — 1 = 2519.

Spravna resent zaslali Anton Hndth z Moravan, Petr Kneys z G U Bal-
vanu v Jablonci nad Nisou, Jdachym Kouba a Lenka Poljakovd, oba z GJS
v Pferové a Piotr Szatan z II LO v Tarnovskych Horach (Polsko).
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Netuplna feSeni zaslali S'tépdn Pospisil a Martin Skiypala, oba z GJS
v Prerové.

Uloha 282
Je dan tétivovy ctyfuhelnik s navzéjem kolmymi tthloptickami. Ozna¢me
P prusecik kolmice z vrcholu A k pfimce CD s pfimkou BD. Dokazte, ze
body P a B maji od vrcholu A stejnou vzdélenost.
Vojtéch Zlamal

Reseni. Ozna¢me déle Q patu kolmice z bodu A na piimku CD a O prii-
se¢ik uhlopiicek ¢tyriahelniku ABCD. Tétivovy &tyfihelnik je konvexni,
bod @ proto lezi na polopfimce CD a bod P tak lezi na polopfimce OD.
Na obrézcich jsou situace pro pripady, kdy bod @ lezi uvnitf ¢ vné tsecky
CD. Aby tvrzeni ze zadani platilo staci dokazat, ze ABP je rovnoramenny
trojuhelnik s hlavnim vrcholem A, coZ je ekvivalentni s tvrzenim, Ze jeho
vnitini thly pfi vrcholech B a P maji stejnou velikost.

A

Jelikoz ABCD je tétivovy ¢tyiahelnik, podle véty o obvodovém thlu
jsou uhly ABD (tedy ABP) a ACD (tedy ACQ) shodné. Pravoihlé troj-
thelniky ACQ a AOP s pravymi thly pii vrcholech O a P se dale shoduji
ve vnitinim thlu pFi vrcholu A, jsou tak podobné a thel ACQ je shodny
s thlem APO (tedy APB), coZ jsme chtéli dokazat.

Poznamka 2. Frantisek Jdachim si vsiml, Ze bod P je priseéikem vysek troj-
uhelniku AC'D. Pro vypocet velikosti thlu APB pak lze pouZit zndmého
tvrzeni o thlech, pod kterymi se tyto vysky protinaji.

Spravna FeSeni zaslali Eliska Andryskovd, Radim Krska, Jindiich Kukla,
Martin Skypala, Lenka Poljakovd a Lucian Poljak, vsichni z GJS v Prerovs,
Anton Hndth z Moravan, Sofie Choutkovd z G U Balvanu v Jablonci nad
Nisou a Frantisek Jdchim z Volyné.

Pavel Caldbek

116 Matematika — fyzika — informatika 32 (2) 2023



	Zajímavé matematické úlohy

