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K modelovani koneénych pravdépodobnostnich prostori se bézné po-
uzivaji kostky, karty, koule atd. Pravdépodobnosti konkrétnich jevi pak
predstavuji vlastnosti téchto pravdépodobnostnich prostori. Napiiklad pii
hodu hraci kostkou nas zajimé: ,,Jaka je pravdépodobnost, Ze padne ¢&islo
37“, nebo ,,S jakou pravdépodobnosti padne ¢islo vétsi nez 47 atd. Pro
pokrodilejsi studenty jsou takové otazky prili§ snadné. Jednoduchou modi-
fikaci ale miZzeme snadno pfejit k nekoneénym pravdépodobnostnim pro-
stortim. Tak se nam otevira moznost hledat odpovédi na nové, komplikova-
né&jsi problémy s riznym stupném obtiznosti. Ukazme si to na nasledujicich
prikladech.

Na zacatku hry ,Clovéce, nezlob se* hra¢ hazi hraci kostkou tak dlouho,
dokud mu nepadne Sestka. Teoreticky mu nemusi padnout nikdy, tj. mize
v hazeni pokrac¢ovat do nekoneéna.

Uloha 1. Kolikrdt musime ,v priméru® hodit hraci kostkou, neZ ndm
padne ¢islo 621

Je dobré si uvédomit, Zze p¥i ¢ekani na Sestku neni podstatné (pokud
nepadla Sestka), jaké konkrétni &islo padlo. Z tohoto divodu si muZzeme
predstavit, ze hazime ,,specialni* kostkou, kterd ma jednu sténu Sedivou a

ostatni stény jsou bilé (obr. 1 b, ¢). Takovou kostkou hazime tak dlouho,

D Odhad po¢tu hodt miizeme najit empiricky. Hazime opakované kostkou tak dlouho,
az padne Sestka, a zapisujeme pocet vykonanych hodt. Aritmeticky pramér takto zis-
kanych ¢isel je hledanym odhadem.
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dokud nepadne Sediva sténa. Ukazme si nékolik riznych feSeni uvedené
ulohy.

Reseni 1: Uvédomime si, Ze dobu ¢ekani na nastani néjakého jevu mizeme
modelovat pomoci tzv. geometrického rozdéleni. ,,Primérna“ doba ¢ekani
na Sestku predstavuje stfedni hodnotu tohoto rozdéleni. Po dosazeni do
vzorce pro stfedni hodnotu geometrického rozdéleni dostaneme FX = 6
(podrobnéji viz [3]). Tedy v priaméru musime Sestkrat hodit kostkou, nez
nam padne Sestka.

Resent 2: Stredni (oCekavanou) hodnotu poc¢tu hodii kostkou vypocéteme

podle definice, tj.
(oo}
EX = Z Ty Pn-
n=1

Je zfejmé, Ze x,, = n, nebot jde o pocet hodii. V prvnim hodu padne Sestka
s pravdépodobnosti %. K tomu, aby prvni Sestka padla pravé ve druhém
hodu, je nutné, aby v prvnim hodu Sestka nepadla (to nastane s prav-
dépodobnosti %) a ve druhém padla (to se stane s pravdépodobnosti %)
Podobné i pro dalsi hody. Postupné tak dostavame:
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Hledany soucet vypocCteme s vyuzitim vzorce
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odvozeného v [4] a dostaneme

EX = Z ()nllza

Resent 3: K vysledku lze dojit i nasledujici ivahou: Hraci kostka mé celkem
Sest stén. Vzhledem k jeji symetrii je zfejmé, Ze doba ¢ekani na padnuti
libovolného (pfedem zvoleného) ¢isla musi byt pro vechna ¢isla stejna. K
tomu, aby padlo kazdé ¢islo asponi jednou, je tfeba nejméné 6 hodi, tj.
EX > 6. Kdyby EX > 6, pak by nutné muselo néjaké ¢islo mit dobu
¢ekani na prvni padnuti kratsi nez 6, coz neni mozné. Tedy EX = 6.

Resent 4: Problém ,,éekani na Sestku® interpretujeme jako hru a k nalezeni
feSeni pouzijeme stochasticky graf. Na zacatku hry stoji figurka v bodé (8
(viz obr. 2). Hodime kostkou a pokud nepadne Sestka, figurka zistane stat
na misté a hazeni kostkou se opakuje. Jakmile padne Sestka, figurka se po—
sune do bodu @ a hra kon¢i. Zbyva urcit, jak dlouho to bude v ,,praméru®
trvat, tj. kolik hodd mame ocekavat, ze budeme muset vykonat, nez se fi-
gurka pfesune do bodu (6)?
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Obr. 2

Figurka stoji v bodé (8). Ozna¢me F X ocekavany pocet hodi, které musime
vykonat, nez figurka piejde do bodu (6). Co miiZe nastat? Bud padne Sestka
hned v prvnim hodu (to nastane s pravdépodobnosti f) nebo padne jiné
¢islo (s pravdépodobnosti g) a situace je opét na zacatku, ale uz jsme
vykonali jeden netispésny hod. Odtud dostaneme rovnici

1 5
EX=1-- f~(EX 1),
6 + 6 +
ktera po vyreSeni dava vysledek FX = 6.
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Na uvedend feSeni muzeme nahliZzet z mnoha riznych ahli. Napiiklad
zda 1ze takovy postup jednoduSe aplikovat i na nejriznéjsi modifikace da-
ného problému. Uvazujme nésledujici pozménénou situaci:

Uloha 2. Kolikrdt musime ,v priméru® hodit hract kostkou, nez
a) padnou dvé Sestky po sobé (série ... 66),
b) padne 5 a po ni 6 (série ...56)7

Mohlo by se zdat, ze doby ¢ekdni na obé zminéné série jsou stejné.
Nejprve ¢ekdme, az padne ¢islo 5 nebo 6 (to nastane v obou piipadech
v priméru po Sesti hodech) a pak v obou piipadech ¢ekame, az padne
¢islo 6. Tato avaha ale neni spravna!

7 postupi pouzitych k feSeni dlohy 1 1ze pouze techniku stochastickych
grafi snadno modifikovat na feSeni tlohy 2.

Reseni:
a) Situaci op&t interpretujeme jako hru. Na zacatku stoji figurka v bodé

® (obr. 3).
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Obr. 3

7 feSeni tlohy 1 vime, Ze figurka se z bodu §) do bodu (6) piesune v pri-
méru po Sesti hodech (proto je v niZe uvedené rovnici ¢éislo 6). Je-li figurka
v bodé (6) a padne 6, presune se do bodu a hra koné¢i (to nastane

s pravdépodobnosti %, proto vyraz 1 - %) Pokud figurka stoji v bodé (6) a
padne jiné ¢islo nez 6 (to nastane s pravdépodobnosti %), figurka se pre-
sune zp&t do pocateéni pozice 8) a doba ekani je o jeden hod delsi (proto
vyraz 3 - (EX + 1)). Odtud tedy dostavame rovnici

EX:6+1%+%-(EX+1)

a po jejim vyfeSeni EX = 42.

Série ,,...66“ tedy nastava v praméru po 42 hodech.

b) UZ jsme zminili vySe, Ze doba ¢ekani na sérii (...56) neni stejna jako
doba ¢ekani na sérii (...66). Jednoduché vysvétleni plyne z porovnani
stochastickych grafii obou sérii (obr. 3 a obr. 4).
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Stoji-li figurka na obr. 3 v bodé (6) a nepadne-li v nasledujicim hodu
Sestka, vrati se figurka zpét do bodu ®), tj. do pocatecni pozice. Stoji-
li figurka na obr. 4 v bodé @ a nepadne-li v nésledujicim hodu ¢islo 6,
presune se figurka do bodu (8) pouze v piipadé, ze padne ¢islo 1, 2, 3
nebo 4. V piipadé, ze padne &slo 5, zistava figurka stat v bodé (5) a
hazeni pokracuje. Odtud je zfejmé, Ze doba ¢ekani na sérii (...56) musi
byt kratsi nez doba ¢ekani na sérii (... 66).
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Obr. 4

Ozna¢me EX dobu fekani na sérii (...56) a EXg ,pramérny pocet

hod“, které vykoname, nez piejde figurka z bodu (5) do bodu . Ana-
logicky jako v predchozim piipadé dostaneme vztahy:

EX:%- (EX6+1)+% (EX+1),

EX6=1-é+é-(EXG+1)+%-(EX+1).

Po vyfeseni dostavame EX = 36.
Série (...56) nastava v praméru po 36 hodech.

Podrobné;ji je technika stochastickych grafii pfi feSeni nejriznéjsich prav-
dépodobnostnich aloh popsana v [1].
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