Kréajeni pizzy
(Ulohy z MO kategorie P, 45. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V dnesnim dilu seridlu o zajimavych programatorskych problémech
z Matematické olympiddy kategorie P se sezndmime s jednou praktickou
tlohou z domaéciho kola 56. roéniku MO (8kolni rok 2006/07). Jedna se
o ulohu pomérné snadnou a v olympiadé ponékud neobvyklou. Je to tloha
optimalizaé¢ni, k jejimuz vyTeSeni ale nepotiebujeme zadné zvlastni znalosti
algoritmit. Uplné nam postaéi jednoducha logicka tivaha a ,hladovy* pii-
stup k TeSeni problému. Ve druhé ¢asti ¢lanku se pak seznamime s trochu
ale k feSeni pouzijeme prakticky stejny postup.

Nejprve se jako obvykle seznamime s presnym zadanim tulohy. Nékteré
jeho formulace jsme pro potieby ¢lanku trochu upravili, aniz bychom tim
ovSem zménili smysl tlohy.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Marco se rozhodl, Ze zuzitkuje své kulinafské i cyklistické dovednosti a
zalozi si firmu pro vyrobu a rozvoz pizzy. Firmu planuje provozovat tak, ze
vzdy nejdrive bude shromazdovat objednavky a kdyz jich bude dostatek,
tak pizzy upece, sedne na kolo a rozveze je zdkazniktim. Protoze Marco je
lepsi cyklista nez kuchaf, zatim ve své nabidce planuje pouze jeden druh
pizzy. Aby se ale odlisil od konkurence, pfijima objednavky i na Sestinové
Casti pizzy. Lze si u néj objednat napiiklad 1/6, 4/6 nebo 15/6 pizzy. Navic
jako specialni sluzbu zakaznikim chce Marco dodat kazdému zékaznikovi
pizzy co nejméné roziezané, aby si zdkaznik sdm mohl rozhodnout, jak
si dale pizzu rozdéli. Proto naptiklad 4/6 pizzy chce dodat jako jeden
kus pfislusné velikosti a 15/6 chce dodat jako dvé celé pizzy a k nim
jednu polovinu pizzy. Marco chce vzdy dodat co nejvice pizz vcelku, takze
uspokojeni této objednévky napiiklad t¥emi kusy velikosti 5/6 nepfipada
v uvahu.

Kdyz Marco v8ude rozdal letaky propagujici jeho novou firmu, uvédomil
si, Ze diky jeho specialni sluzbé zédkazniktim neni jednoduché zkombinovat
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objednavky tak, aby mu moc kusi pizzy nezbylo. Obratil se proto na
vas, abyste mu napsali program, ktery by mu s problémem pomohl. Pro
zacatek bude stacit program, ktery na vstupu dostane seznam objednavek
a na vystup vypisSe, kolik pizz ma Marco napéct.

Format vstupu
Na vstupu se nachazi n kladnych celych ¢isel, z nichz kazdé popisuje
jednu objednavku a udava pocet objednanych Sestin pizzy.

Format vystupu

Program vypiSe jedno celé ¢islo p, které znacéi nejmensi mozny pocet
pizz, které je tfeba upéct, aby §lo splnit v8echny objednéavky a byla dodr-
zena vyse uvedena specialni sluzba zékazniktm.

Priklad 1

Vstup: Vystup:

223 2
Vysvétleni: 7 jedné pizzy lze napiiklad ufiznout dva kusy o velikosti 2/6
a z druhé pizzy se ufizne kus velky 3/6.

Priiklad 2
Vstup: Vystup:
453 3

Vysvétleni: Kvili pozadavku na dodani co nejméné roziezanych kouskt
pizzy je tfeba pro kazdou objednévku upéct celou pizzu.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Hned pii ¢teni vstupnich dat muzeme snadno uréit, kolik budeme cel-
kové zékazniktim dorucovat celych pizz a také potiebné pocty kusu jed-
notlivych velikosti 1/6, 2/6, 3/6, 4/6 a 5/6. Z téchto udaji pak spocitame
vysledny pocet pizz p.

Na dorucéovanych celych pizzach nenf co fesit, ty do poétu p samoziejmé
musime zapocitat. Dil¢i kusy pizzy budeme nyni zpracovavat podle veli-
kosti od nejvétsich k nejmensim. Pro kazdy kus velky 5/6 potiFebujeme
zjevné upéct jednu celou pizzu. Po kazdém kusu velkém 5/6 zbude je-
den kousek velky 1/6 a tyto kousky pouZijeme na pokryti objednévek na
kousky této velikosti. Pokud je t&chto zbytka velkych 1/6 vice, nez kolik
vyzaduji objednavky, nezbyva nam nez prebyvajici kousky 1/6 vyhodit.
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Pro objednané kusy velké 4/6 je situace podobna jako pro kusy velké
5/6. Pro kaZdy z nich opét pot¥ebujeme upéct jednu dalsi celou pizzu a
zbytky velikosti 2/6 pouZijeme na pokryti objednavek na kusy velké 2/6.
Je-li takovych objednévek malo, tak n&které zbytky velké 2/6 jesté rozie-
Zeme a pouzijeme na pokryti objednavek na kousky velikosti 1/6, pokud
néjaké zbyvaji. Zjevné je vyhodné&jsi prednostné uspokojit objednavky na
velikost 2/6 a az pak na velikost 1/6, protoze kousek veliky 1/6 miizeme
z libovolné velkého kusu odfiznout vzdy.

Nyni se dostavame k objednavkam na kusy velikosti 3/6 = 1/2. Objed-
navky na Gasti pizzy velikosti 1/2 vyfesime tak, Ze vzdy jednu pizzu roz-
délime na dvé poloviny. Pokud je pocet takovych objednéavek lichy, zbude
nam jedna polovina pizzy. Tu rozdélime na jeden kousek velikosti 2/6 a
jeden kousek velikosti 1/6, s nimiZ naloZime stejné, jak jsme pravé popsali.

Jestlize nam nyni jesté zbyly néjaké nevyiizené objednavky na kusy
velké 2/6 (coz je 1/3), budeme péct dalsi pizzy a délit je na t¥etiny. Pii-
padny zbytek po pokryti v8ech objednévek na 2/6 pak pouZijeme na zby-
vajici objednavky kousktu velikosti 1/6. Pokud nakonec ztstaly jesté ne-
vyfizené objednavky na kousky velikosti 1/6, upeceme jesté dalsi pizzy na
jejich pokryti.

Uvedeny postup miizeme jesté zna¢né zjednodusit. Nejprve napocitame
pizzy potifebné pro spravné vyfizeni objednavek na kusy velikosti 5/6 a
4/6 a jejich zbytky pouZijeme na vyfFizeni objednavek 1/6 a 2/6, jak je
popséano vysSe. Dale ale uz staéi secist velikost vSech objednanych kusi
velikosti 3/6 a dosud nevyfizenych objednavek na kusy velikosti 2/6 a
1/6. Tim zjistime, kolik dalsich pizz musime jesté upéct pro vyfizeni vSech
téchto objednavek. Vyslednou hodnotu p tedy zvysime o horni celou ¢ast
ziskaného souctu.

Popsané zjednoduseni si muzeme dovolit proto, Ze zpracovani vSech ob-
jednavek na kousky 3/6 a zbyvajicich objednévek na kousky 2/6 a 1/6
je témér bezeztratové. Pokud je objednavek na kusy 3/6 sudy pocet, pak
v8echny dalsi pizzy plné vyuZijeme na kousky 2/6 a 1/6 bez ohledu na
to, kolik je objednano kterych, az z aplné posledni pizzy ndm muZze néco
zbyt (nejvyse 5/6). Pokud je objednavek na kusy 3/6 lichy a zbyva alespon
jedna nevy¥izena objednévka 1/6, odkrojime tuto objednanou jednu 1/6
ze zbyvajici poloviny pizzy a tim prevedeme situaci na predchozi piipad.
na kusy velikosti 3/6 je lichy a jiZz nezbyva zadna nevyfizena objednavka
na kousek 1/6. V takovém piipadé ndm od posledni objednané poloviny
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pizzy zistane licha polovina, z niZz ukrojime kousek velikosti 2/6 a pro
zbyvajici 1/6 jiz nemame vyuziti. Zbyvajici objednavky kousku velikosti
2/6 budeme jiz vyfFizovat z dalgich pizz. I v tomto pfipadé ovSem funguje
nas zjednoduseny postup vypoctu a také i v tomto piipadé bude platit, Ze
nam nakonec zbude nejvyse 5/6 pizzy.

Algoritmus mé linearni ¢asovou slozitost vzhledem k poétu objednavek
n, nebot kazdou objednadvku musime zpracovat a ur¢it pocty objedna-
nych kusi jednotlivych velikosti. Dalsi vypocet uz méa casovou slozitost
konstantni, nezavislou na n. Prostorova slozitost algoritmu je rovnéz kon-
stantni, pii vypoctu nepotifebujeme zddnou datovou strukturu velikosti n,
vystac¢ime jen s konstantnim po¢tem pracovnich proménnych.

Ukazkovy program v Pythonu je jen pfimym piepsanim vyse uvedenych
uvah o déleni pizzy a je prekvapivé kratky:

vstup = [int(_) for _ in input().split ()]

obj = [0] % 6 # polty objednavek

p=20 # vysledny polet pizz

for x in vstup:
pt+t=x// 6 # polet celych pizz v objednavkach
obj[x % 6] +=1 # podty objednanjch kouskld pizzy

p += obj[5] + obj[4]
obj[1] —= obj[5]
obj[2] —= obj [4]
if obj[2] < O:
obj[1] += 2 * obj[2]

obj[2] =0
if obj[1l] < O:
obj[1] =0
z =3 % obj[3] + 2 x obj[2] + obj[1]
pf=2z//6
if z % 6 > 0:
p =1
print (p)

Ve druhé ¢asti ¢lanku si ukdzeme jesté jednou tlohu, kterd na prvni po-
hled sice vypada odlisné, ale pii jejim FeSeni pouzijeme naprosto shodny
postup. Zatimco krajeni pizz na kousky je vlastné délenim kruht na kru-
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hové vysece a probihé tedy v dvourozmérné roviné, nyni budeme skladat
krychlové krabice do prepravnich palet a tim se presuneme do trojroz-
mérného prostoru. Spravné feseni tak od nas bude vyzadovat i trochu
prostorové predstavivosti. Za¢neme jako obvykle zaddnim problému.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Tovarna expeduje své vyrobky v krabicich tvaru krychle. Pouziva Sest
velikosti krabic o hrané délky 20 cm, 40 cm, 60 cm, 80 cm, 100 cm a
120 cm. Zabalené vyrobky se odvazeji v pfepravnich paletach, které maji
tvar krychle o hrané 120 cm. Vstupem programu je Sest nezapornych ce-
lych &isel, kterd predstavuji poéty jednotlivych druhia krabic pfipravenych
na odvoz, a to v pofadi od nejmensich krabic po nejvétsi. Urcete, jaky mi-
nimalni pocet palet je tfeba pouzit k odvozu vSech téchto krabic s vyrobky.
Krabice se pti ukladani do palet nesméji nijak deformovat. Vysledkem vy-
poctu bude jedno celé &islo predstavujici pocet potifebnych palet.

Priklad
Vstup: Vystup:
300201 3

Vysvétleni: Chceme odvézt 3 krabice o hrané 20 cm, 2 krabice o hrané
80 cm a 1 krabici o hrané 120 cm, zadné krabice zbyvajicich t¥{ velikosti
se neodvazeji.

K odvozu téchto krabic jsou zapotiebi tti palety. Nejvétsi krabice zcela
zaplni samostatnou paletu, vSechny zbyvajici krabice by se z hlediska svého
objemu vesly do jedné dalsi palety, ale protoze se nesméji deformovat,
musime pouzit jesté dvé palety.

* ok % ok k Kk ok ¥ k ok % k

Reseni tohoto problému do zna¢né miry kopiruje postup, ktery jsme
si popsali pfi rozboru piedchozi tlohy s krajenim pizzy. Krabice budeme
opét zpracovavat v pofadi od nejvétsich k nejmensim, pocty téchto pie-
pravovanych krabic oznac¢ime postupné pg, ps, p4, pP3, P2 a p1. V proménné
p budeme poc¢itat minimalni nezbytné mnozstvi prepravnich palet.

Pro kazdou krabici velikosti 120 c¢m jisté potfebujeme samostatnou pa-
letu, kterou tato krabice zcela zaplni. Pro kazdou krabici velikosti 100 cm
potfebujeme také novou paletu. Kdyz do ni krabici vlozime, ziistane pii
jejich tfech sousednich sténach volny prostor, ktery mtzeme vyuzit jediné
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na nejmensi krabice velikosti 20 cm. Té&chto malych krabice se tam ve-
jde 91. U jedné stény totiz bude 6 x 6 = 36 krabic, kvili spole¢né hrané
u druhé stény zbyva misto na 6 x 5 = 30 krabic, kone¢né u tfeti stény
vzhledem ke spoleénym hrandm s obéma pfedchozimi sténami umistime
jesté dalsich 5 x 5 = 25 krabic. Tuto ,,volnou kapacitu* v existujicich
paletach vyuzitelnou pro krabice velikosti 20 cm si ozna¢ime ;.

Podobné je to s krabicemi velikosti 80 cm. Pro kazdou z nich potiebu-
jeme zalozit novou paletu a v ni ndm zbude volny prostor pro 19 krabic
velikosti 40 cm. Zadnou v&tsi krabici tam umistit nemtzeme. Naopak misto
kterékoliv krabice velikosti 40 cm miizeme dat 8 malych krabic velikosti
20 cm, coz mozna ¢asem udélame v zéavislosti na konkrétnich vstupnich
datech. Pfednostné se ale budeme snazit umistit do existujicich palet vétsi
krabice 40 cm. Kdyz uz nebudeme zadné mit, nezaplnény prostor vzdy
miZzeme vyuzit pro pfipadné zbyvajici krabice 20 cm. Zavedeme si ozna-
¢eni xo pro volnou kapacitu v existujicich paletach vyuzitelnou pro krabice
velikosti 40 cm. Zatim tedy méme pg + ps + p4 nezbytnych palet, do nichz
jsme umistili vSechny krabice velikosti 120 cm, 100 cm a 80 cm. V téchto
paletach nam ziistal volny prostor pro xo krabic velikosti 40 cm a jesté pro
dal§ich z; krabic velikosti 20 cm.

Nejvic prace budeme mit s krabicemi velikosti 60 cm. Ty mtzeme krasné
skladat do palet vzdy po osmi, osm téchto krabic paletu zcela zaplni. Po-
kud ale pocet x3 neni délitelny osmi, ziistane ndm nakonec jedna ¢aste¢né
zaplnéna paleta. V ni bude volny prostor, do kterého se snazime prednostné
umistit co nejvice krabic velikosti 40 cm a pak zbytek mista vyplnit kra-
bicemi velikosti 20 cm. V tuto chvili nemiizeme udélat nic lepsiho, nez si
pfedem urcit v zavislosti na hodnoté zbytku ps po délenf osmi, jak se nadm
navysi volna kapacita x1 a xo diky této posledni ne zcela zaplnéné paleté.
Urceni téchto hodnot vyzaduje trochu prostorové predstavivosti, konkrétni
¢iselné hodnoty najdete v prilozeném programu v seznamu x.

Zbytek teSeni je pak jiz snadny. Porovname pocet p, prepravovanych
krabic velikosti 40 cm s volnou kapacitou x2 a je-li vyssi, umistime co nej-
vétsi pocet krabic 40 cm do existujicich palet. Pokud je hodnota po nizsi
nez xo, umistime do stavajicich palet v8echny krabice 40 cm a zbyvajici
nevyuzity prostor v paletach zo — py dame k dispozici pro krabice 20 cm.
To znamen4, Ze volnou kapacitu xz; muZeme zvysit o (zg2 — p2) x 8. Na-
sledné porovname pocet p; piepravovanych krabic velikosti 20 cm s volnou
kapacitou x1 a je-li vy$si, opét umistime co nejvétsi pocet krabic 20 cm do
existujicich palet. Je-li hodnota p; nizsi nez z1, umistime do stavajicich
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palet vSechny krabice 20 cm. Nakonec se podivame, zda nam zbyly jesté
néjaké neumisténé krabice velikosti 40 cm nebo 20 cm. Pokud ano, spodi-
tame jejich celkovy objem a z néj uz snadno odvodime pocet palet, které
pro tyto krabice musime jesté piidat.

Popsany algoritmus méa konstantni ¢asovou i prostorovou slozitost. Ne-
potfebujeme v ném provadét zadné cykly, jejichz pocet opakovani by za-
visel na poctu prepravovanych krabic, nepotifebujeme ani zddnou datovou
strukturu této velikosti. Ukazkovy program v jazyce Python je jen pfimou
implementaci popsaného postupu feseni. Podobné jako u tlohy s délenim
pizzy je velmi jednoduchy a kratky.

pl, p2, p3, p4, p5, p6 = [int( ) for _ in input().split ()]
# v poradi krabice velikosti
# 20 cm, 40 cm, 60 cm, 80 cm, 100 cm, 120 cm

p=p6 + p>+ pd +p3 // 8 # potfebnj polet prepravnich palet
if p3 % 8 > 0:
p =1
= (
v

'S 0,0),(37,19),(42,15),(47,11),(36,9),(41,5),(30,3),(19,1))
# navySeni

(
y8eni volné kapacity (x1,x2) v zavislosti na hodnoté& p3 7 8

x1 = p5 * 91 + x[p3 % 8][0]
# volnad kapacita pro krabice velikosti 20 cm
x2 = p4 * 19 + x[p3 % 8][1]
# volna kapacita pro krabice velikosti 40 cm

if p2 >= x2:
p2 — x2
else:
p2, x1 =0, x1 + (x2 — p2) * 8
if pl >= x1:
pl — x1
else:
pl =0
z = p2 x 8 + pl
p+=1z // 216 # do palety se vejde 216 krabic velikosti 20 cm
if z % 216 > 0:
pt+=1

print (p)
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