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O jisté netrivialni mnoziné bodu
V TovIne

LENKA JUKLOVA - JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem tohoto prispévku je zkouméni jedné netrividlni mnoziny bodu
v roving, kterou je mnoZina téZist vSech rovnostrannych trojahelniki ve-
psanych do daného ¢tverce tak, Ze vSechny tf¥i vrcholy kazdého z téchto
rovnostrannych trojuhelniki lezi na hranici daného ¢tverce.

Podnét k Feseni uvedeného problému vzesel z praktické ukazky T. Cheh-
larové z Bulharské akademie véd, ktera prezentovala vysledky projektu
,Integrace manipulativnich digitalnich prostfedkt do vyuky matematiky*
na workshopu Innovative Mathematics Learning Software for Migrant Stu-
dents, kterou porddala v fijnu 2019 Univerzita Konstantina Filozofa v Nitfe,
viz [1].

Snadno je vidét, ze pro fixovanou polohu bodu K na hranici daného
¢tverce ABCD sestrojime zbyvajici dva vrcholy K, L hledaného rovno-
stranného trojuhelniku K LM uzitim oto¢eni R(K, +60°), v némz obrazem
vrcholu L je bod M (M # K), ktery ziskame jako priise¢ik hranice obrazu
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A'B'C'D’ ¢tverce ABCD v tomto otoceni s hranici ¢tverce ABCD. Bod
L je pak obrazem nalezeného bodu M v otoceni R'(K, —60°).

Uvazujme nyni bod K na strané AB ¢tverce ABCD tak, ze vrcholy L,
M rovnostranného trojihelniku K LM lezi po fadé na stranach BC, DA.
Stied jeho strany LM ozna¢ime S (obr. 1).
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Obr. 1

Vzhledem k tomu, Ze
|[AKAM|+ X KSM| = |<BKS|+ |<BLS| =2-90° = 180°,
jsou oba ¢tyituhelniky AKSM a BKSL tétivové. Plati tedy
|[XSAM| = | SKM|=30°=|xSKL|=|xSBL|,
tudiz
|XABS| = |[xBAS| = | ASB| = 60°,

tj. trojuhelnik ABS je rovnostranny. Bod S je tedy pro vSechny piipustné
(takto uvazované) polohy bodi K, L, M leZicich po fadé na stranach AB,
BC, DA uréen jednoznac¢né jako tieti vrchol rovnostranného trojuhelniku
ABS (obr. 1).

Ozna¢me a délku strany ¢tverce ABC'D a uvazujme dale zménu polohy
bodu K na tuseéce AB tak, aby body L, M lezely po fadé na useckach
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BC, DA. S ohledem na symetrii ¢tverce ABCD podle osy jeho strany
AB staci sledovat zménu polohy bodu K od stiedu strany AB smérem
k vrcholu A (obr. 1). V tomto pfipadé se (v zavislosti na popsané zméné
polohy bodu K') méni i poloha bodua L a M tak, Zze bod M se , pohybuje*
na strané AD smérem k vrcholu D a bod L se souCasné ,pohybuje” na
strané BC' smérem k vrcholu B. V meznim piipadé pak M = D (obr. 2).
Zde ur¢ime velikost odpovidajiciho thlu ADK. Bod A’ je obrazem bodu A
v otoceni S = (D, 4+60°), tj. trojuahelnik AA’D je rovnostranny a A’ € oap,
kde o4p je osa strany AD.

M =D C

Obr. 2
Dale plati:
(i) AAKD =2 ANA'LD (otoceni S),
(ii) AA'LD = ACLD (Ssu).
Plati tedy |[XCDA’| = 30°, tj.

1
S ADK| =& A'DL| = |$CDL| = 3 - 30° = 15°,

a proto |AK| = |AL'| = |CL| = atg15°.

S ohledem na symetrii ¢tverce ABCD podle os jeho stran a uzitim
principu cyklické zamény vidime, Ze kazdou stranu ¢tverce ABC' D muzeme
tedy rozdélit (symetricky vzhledem k jejimu stfedu) na tii tseky, pfi¢em?
oba krajni (shodné) tseky maji délku a tg15°, tj. plati

|AA,| = |ByB| = |BBy| = ... = | A,A| = atg 15°,
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a prostfedni usek téze strany ma délku (1 — 2tg 15°)a, tj. plati (obr. 3)

|A1Bs| = |B1Cs| = |C1 D3| = |D1As| = (1 —2tg15%)a.
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Obr. 3

Dale je zfejmé, ze pokud néktery z vrchold rovnostranného trojihelniku
K LM lezi na prostfednim tseku jedné ze stran ¢tverce ABCD, lezi oba
zbyvajici vrcholy (po jednom) na vzdalengjsich kratsich asecich piilehlych
(sousednich) stran k této strang.

Oznaéime-li napt. K ten z vrchold rovnostranného trojihelniku K LM,
ktery se pohybuje po prostfednim tseku A;Bs strany AB uvaZzovaného
¢tverce ABCD (obr. 3), je (na zakladé vySe uvedené uvahy) st¥ed S jeho
strany LM pro v8echny polohy bodu K identicky.

Ny

je obrazem vrcholu K ve stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem %
Pohybuje-li se bod K na tseéce A By (na strané AB ¢tverce), obr. 3, pak
usetka HG, ktera je obrazem tsecky A;Bs ve stejnolehlosti se stiedem S
a koeficientem % je mnoZinou t&Zist vSech rovnostrannych trojihelnika
K LM, které spliiuji podminky tlohy a jeden jejich vrchol lezi na tsecce
AlBQ.

Analogicky, pohybuje-li se vrchol K po prostfednich tsecich B;Cy,

C1 D3y, D1 As (po tadé) stran BC, CD, DA, ¢tverce (obr. 3 a obr. 4), zis-
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vy

kédme mnozinu t&zist v8ech vepsanych rovnostrannych trojuhelnika K LM.
Touto mnozinou je ¢tverec EFGH . Strany ¢tverce EFGH jsou obrazy pro-
stfednich tseki kazdé strany ¢tverce ABC'D ve vySe popsanych Ctyfech
stejnolehlostech (jejich st¥edy jsou postupné body S; = S, Sa, S3, S4,
koeficienty %, obr. 4). Kazdy vrchol ¢tverce EFGH je obrazem bodi ve
dvou ruznych stejnolehlostech, nap¥. bod H je obrazem bodu A; ve stej-
nolehlosti se stfedem S; a soucasné obrazem bodu C5 ve stejnolehlosti se
stfedem Ss.
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Obr. 4

Naopak také plati: Ke kazdému bodu hranice ¢tverce EFGH najdeme
(obracenim nazna¢eného postupu) odpovidajici trojuhelnik K LM spliu-
jici podminky tlohy.

v

ZAVER: MnoZinou t&zist vSech rovnostrannych trojthelnika K LM ve-
psanych do daného ¢tverce ABCD tak, Ze vSechny t¥i vrcholy kazdého
z téchto rovnostrannych trojihelnfkt lez{ na hranici daného Cétverce, je
hranice ¢tverce EFGH, viz obr. 4.
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