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Trojuhelniky vepsané do dané¢ho
trojihelniku

MARIE CHODOROVA — JAROSLAV SVRCEK
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem naseho pfispévku je zkoumani nékterych extréméalnich vlastnosti
trojuhelnikt vepsanych do daného trojihelniku, které se tykaji predevsim
jejich obsahti a obvodi.

Definice

Necht K, L, M jsou vnitini body po fadé stran BC, CA, AB daného
trojuhelniku ABC'. Trojtahelnik K LM budeme nazyvat trojihelnikem ve-
psanym danému trojuhelniku ABC.

Je ziejmé, Ze pro dany trojihelnik ABC existuje nekone¢né mnoho
trojthelnikt jemu vepsanych — ve smyslu pfedchozi definice.

Strany vepsaného trojuhelniku K LM déli dany trojiuhelnik ABC na
¢ty mensi trojuhelniky AML, BKM, CLK a KLM, viz napf¥. obr. 1.
Pokud K, L, M jsou specialné po fadé stiedy stran BC, CA, AB da-
ného trojuhelniku ABC, jsou strany trojihelniku K LM stfednimi piic-
kami daného trojuhelniku ABC a vepsany trojuhelnik K LM je piicko-
vym trojuhelnikem trojuhelniku ABC. VSechny ¢ty¥i mensi trojihelniky
AML, BKM,CLK, KLM jsou v tomto p¥ipadé (s jistym pofadim svych
vrcholil) shodné, a pfitom obsah (obvod) kazdého z nich je roven jedné
¢tvrting obsahu (jedné poloviné obvodu) daného trojthelniku ABC.

Odtud bezprostiedné plyne, Ze pro libovolny trojihelnik K LM, ktery je
vepsén danému trojuhelniku ABC), je obsah aspon jednoho z trojuhelnika
AML, BKM, CLK, KLM mensi nebo roven jedné ¢tvrtiné obsahu troj-
thelniku ABC' a také, Ze obsah aspon jednoho z téchto ¢tyt trojuhelnika
je vétsi nebo roven jedné ¢tvrting obsahu trojuhelniku ABC.
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Specialné pak plati nasledujici tvrzeni:

Véta

Necht K, L, M jsou po fadé takové vnitini body stran BC, CA, AB
daného trojuhelniku ABC, Ze p¥imky AK, BL a C' M se protinaji v jednom
spoletném bodé. Pak trojuhelnik K LM (vepsany trojuhelniku ABC) méa
obsah Sk, ktery neni vétsi nez jedna ¢tvrtina obsahu S trojihelniku
ABC, tj. plati

1
Skrm < 15-

Rovnost pritom nastane, pravé kdyz body K, L, M jsou stfedy odpovida-
jicich stran, tj. pravé kdyz jsou usecky AK, BL a CM téznicemi daného
trojuhelniku.

Diikaz. Ukadzeme, ze pro kazdy trojihelnik K LM vyhovujici pfedpokla-
dam véty (obr. 1) je soucet obsahti trojuhelnika AML, BKM, CLK vétsi
nebo roven tfem ¢tvrtinam obsahu trojuhelniku ABC, coZ je ekvivalentni
s danym tvrzenim.

A
M L
B K C
Obr. 1
Oznacme
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Velikosti vnitinich @hla trojihelniku ABC ozna¢me obvyklym zptiso-
bem «, 8, 7. Pro obsah Sspp trojuhelniku AML pak (s ohledem na
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zavedené oznaceni) plati

1

5 |[AM| - |AL|-sina =

Samr =
1
=3 |AB|-z-|AC|- (1 —z) -sina = z(1 — 2)S.
Analogicky pro obsahy trojuhelniki BK M, CLK plati

1 .
SprM = 5" |BK|-|BM]|-sinf =y(1 — )5,

1
ScLik = 3 |CL|-|CK|-siny = z(1 —y)S.
Odtud plyne

S S S
21— 2) +y(1 —a) + 2(1 —y) = 2AMLT B§<M+ oLk

Stac¢i tedy dokézat nerovnost

3

V=x(1-2)+y(l—2)+2(1—y) > T

Uzitim Cévovy véty, viz napt. [4], pro tsecky (cévidny) AK, BL a CM
v trojuhelniku ABC obdrZime po snadné tpravé

_|AM| |BK| |CL| = Y z

V=150 |CK| ALl "1-2 T-y 1-2
a tudiz
wyz=(1-2)1—-y)(1-2). (1)
Odtud dale plyne
(zy2)? = 2(1 — 2)y(1 - y)z(1 — 2). (2)

Roznasobenim soué¢inu na pravé strané (1) a nasledné upravé této rovnosti
obdrzime
1-V =2zyz.

Pro vSechna realna ¢isla x, y, z jsou splnény nerovnosti
(1-2) <+ (1-y) <+ 1-2<1 3)
z(l—x) < = - = 2(1—2) <=
—_ 47 y y — 47 —_ 47
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pri¢emz rovnosti v nich soucasné nastanou, pravé kdyz plati

1
rT=y=z=—, 4
y 5 (4)
tj. préavé kdyz K, L, M jsou po fadé stiedy stran BC, CA, AB. VyuZitim
vBech t¥{ nerovnosti (3) na pravé strané rovnosti (2) obdrzime

1n\N°* 1
2 (2) = =
(zyz) _<4) o1

odkud bezprostifedné plyne 2zyz < 1/4. Plati tedy

1 3
—1-2pyz>1—-=2
\% TYz > 1= (5)

coz jsme chtéli dokézat.

Rovnost v (5) nastane, pravé kdyz plati rovnosti (4), tj. pravé kdyz
uvazované céviany jsou téznicemi v trojihelniku ABC.

Pozndmka. S ohledem na pravé dokdzanou vétu vidime, Ze stejné tvrzeni
1ze vyslovit, pokud body K, L, M jsou specidlné napf. priseciky os vniti-
nich thla v daném trojihelniku ABC s protéjsimi stranami nebo jsou-li
tyto body totozné s dotykovymi body kruznice vepsané danému trojahel-
niku lezicimi na pfisluSnych stranach tohoto trojuhelniku. V obou téchto
pripadech se totiz tsecky AK, BL, CM protinaji podle Cévovy véty, viz
napf. [4], v jednom spole¢ném bodé& (uvnit¥ trojihelniku ABC), a jsou tak
splnény predpoklady vysSe uvedené véty.

S podobnou tematikou (trojuhelniky vepsané do daného trojuhelniku)
se mohli setkat soutézici jiz v 8. roéniku Mezindrodni matematické olym-
piady (IMO), ktera se konala v roce 1966 v Bulharsku. Tehdy byla repre-
zentantim zucastnénych zemi predlozena také nasledujici dloha.

Priklad 1

Necht K, L, M jsou po tadé libovolné vnitini body stran BC, C'A,
AB trojuhelniku ABC. Dokazte, Ze obsah aspoinl jednoho z trojuhelnika
AML, BKM, CLK je mensi nebo roven jedné ¢tvrtiné obsahu trojahel-
niku ABC.

Resent této tlohy je mozno dohledat napi. v publikaci [1], popf. v brozurce
XV. ro¢énik MO (1965/1966).
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V dalsi ¢asti uvadime dva zajimavé vysledky, které se tykaji obvodu
trojuhelniku K LM vepsaného do daného trojuhelniku ABC, resp. obvodu
t¥{ mensich trojuhelniki AML, BKM, CLK.

Priklad 2

Je dan ostrouhly trojahelnik ABC'. Urcete (sestrojte) trojuhelnik K LM,
ktery je vepsan do trojuhelniku ABC a ma pFitom co nejmensi mozny ob-
vod.

Regeni. Necht K je pevné zvoleny vnitini bod strany BC daného troj-
thelniku ABC a L, M jsou po fadé vnitfnimi body jeho stran C A, AB.

C

Obr. 2

Ozna¢me Kpg, K¢ body, které jsou soumérné sdruzené s bodem K po
fadé vzhledem k pfimkam AC, AB. Pro libovolné vnitini body L', M’
stran po fadé AC, AB (obr. 2) pak s ohledem na pouZité osové soumérnosti
plati

[KL'|=|KpL'|, |KM'|=|KcM'|, |AK|=|AKp|=|AKc|. (6)

Pro obvod o trojtahelniku K L' M’ vepsaného do daného ostroihlého troj-
thelniku ABC pfitom plati

o=|KL|+|L'M|+|M'K|=|KgL'| + |L'M'| + |M'K¢|.

Obvod trojihelniku KL’ M’ je tedy roven délce lomené ¢ary KgL' M' K.
Tato lomena ¢ara mé pro pevné zvoleny vnitini bod K strany BC nejmensi
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délku, a tedy vepsany trojuhelnik K LM mé nejmensi obvod, pravé kdyz
jeho vrcholy L a M jsou vnitinimi body tsecky Kp K¢, tj. jsou priseciky
této usecky po fadé se stranami BC, C'A daného trojihelniku.
Zbyva tak zjistit, pro kterou polohu vnitiniho bodu K strany BC' da-
ného ostrouhlého trojuhelniku ABC' ma tsecka K pKc minimélni délku.
Z obr. 2 je patrné (s ohledem na pouzité osové soumérnosti s osami AB,
AC' a také predpokladu o ostrothlém trojuhelniku ABC), Ze

X KpAKc|=2[xCAB| < 2-90° = 180°.

Odtud vidime, Ze pro dany ostrouhly trojuhelnik ABC a libovolny
vnitini bod K jeho strany BC je KpAKc rovnoramenny trojuhelnik
s hlavnim thlem pii vrcholu A velikosti | CAB|. Mezi vSemi t&mito po-
dobnymi trojihelniky ma nejkratsi zakladnu K g K¢ ten, ktery ma nejmensi
moZnou délku obou ramen. Vzhledem k posledni rovnosti v (6) jsou obé&
ramena nejkratsi, pravé kdyz je usecka AK vyskou z vrcholu A v daném
trojuhelniku ABC' (bod K je tak patou vysky z vrcholu A). Podobné L
a M jsou po fadé patami vySek z vrcholi B a C v daném ostroihlém
trojuhelniku ABC.

ZAVER. Trojuhelnik K LM vepsany do daného ostrothlého trojihelniku
ABC, ktery ma nejmensi moZny obvod, je jeho orticky trojahelnik, tj.
trojuhelnik, jehoz vrcholy K, L, M jsou patami jeho vysek po fadé z vr-
cholu A, B, C. (Jeho konstrukee je zfejma.)
Priklad 3

Je dan trojuhelnik ABC o obvodu 6 a jemu vepsany trojihelnik K LM,
kde K, L, M jsou po fadé vnitini body stran BC, CA, AB. Dokazte, Ze
aspon jeden z trojuhelnika AM L, BKM, CLK ma obvod nejvyse 4.
Diikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze vSechny tfi uvazované troj-
thelniky AM L, BKM, C LK maji obvod vétsi nez 4. Pro délky stran troj-
tthelniku AML (obr. 1) tak na zékladé pouziti trojihelnikové nerovnosti

plati
4 < |AM|+ |ML|+ |LA| < 2(JAM| + |LA]),

a tedy
2 < |AM|+ |LA|.

Analogicky plati i nerovnosti

2 < |BK|+|MB| a 2<|CL|+|KC|.
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Sec¢tenim poslednich t¥i nerovnosti dostaneme po snadné tpravé

6=3-2< (JAM|+ |MB|)+ (|BK|+ |KC|) + (|CL| + |LA|) =
=|AB| +|BC| + |CA| =6,

COZ je spor.
Asporii jeden z trojihelnika AML, BKM, CLK ma tedy obvod nejvy-
Se 4, coz jsme chtéli dokazat.

Zavérem uvadime pét navazujicich dloh, které jsou doplnény struénym
navodem k jejich FeSeni. Lze je vyuzit v ramci procviceni této tématiky.

Priklad 4

Je déan ostrothly trojahelnik ABC. Necht K, L, M jsou priseciky prii-
mért kruznice opsané tomuto trojuhelniku, které prochazeji jeho vrcholy
A, B, C, po fadé se stranami BC', C A, AB. Dokazte, Ze obsah trojihelniku
K LM neni vétsi nez jedna ¢tvrtina obsahu trojuhelniku ABC.

[Navod: T uvazované pruméry se protinaji ve stfedu kruZnice opsané
danému ostrotihlému trojihelniku, ktery je vnitinim bodem tohoto troj-
tthelniku.]

Priklad 5
Je déno kladné reéalné ¢islo a. Necht z, y, z jsou libovolna nezéporna
realna ¢isla, ktera jsou nejvyse rovna a. Dokazte, Ze plati nerovnost

z(a—2)+yla — )+ z(a —y) < >

Kdy nastane rovnost?

[Navod: Uvazujte rovnostranny trojahelnik ABC o strané délky a a libo-
volny jemu vepsany trojuhelnik K LM, kde K, L, M jsou po fadé body
jeho stran BC, C A, AB, které (zde) mohou byt totozné s vrcholy troja-
helniku ABC'. Polozte

0<z=|AM|<a, 0<y=|BK|<a, 0<z=|CL|<a.

Je zfejmé, Ze soucet obsahii t¥i mensich trojuhelnika pii vrcholech troja-
helniku ABC' je pak nejvySe roven obsahu trojuhelniku ABC.

Rovnost zde nastane (s ohledem na pouzitou metodu), pravé kdyz z hod-
not x, y, z je aspoil jedna rovna 0 a sou¢asné aspoil jedna z téchto hodnot
je rovna a.|
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Pozndmka. Dikaz dané nerovnosti lze vést také ryze algebraickou cestou
(se stejnym vysledkem pro rovnost).

Priklad 6

Danému ostrothlému trojuhelniku ABC' je vepsan trojuhelnik K LM
tak, Ze jeho vrcholy déli hranici trojihelniku ABC' na tii ¢asti, které maji
stejnou délku. Dokazte, Zze obvod trojuhelniku K LM neni mensi nez jedna
polovina obvodu trojuhelniku ABC.

[Navod: viz napt. [2] — tzv. Zirakzadehova nerovnost, ktera plati pro libo-
volny trojihelnik ABC' a jemu vepsany trojihelnik K LM spliujici pred-
poklady uvedené v prikladu 6.]

Priklad 7

Necht K LM je orticky trojuhelnik libovolného ostrothlého trojahelniku
ABC'. Dokazte, ze obsah trojuhelniku K LM neni vétsi nez jedna ¢tvrtina
obsahu trojuhelniku ABC'.

Priklad 8

Necht K, L, M jsou po dotykové body kruznic vné pfipsanych po fadé
stranaim BC', CA, AB trojuhelniku ABC. DokaZte, Ze obsah trojuhelniku
K LM neni vétsi nez jedna ¢tvrtina obsahu trojuhelniku ABC.

[Navod: dokazte, Ze v obou ulohach se usetky AK, BL a CM proti-
naji v jednom spole¢ném bodé (v prvnim pfipadé se jedna o ortocent-

rum trojthelniku ABC, ve druhém pfipadé se jedna o tzv. Nagelav bod
trojahelniku ABC), viz napf. [4].]
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