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Hadanky jsou jiz dlouho soucasti matematiky i informatiky. Nékteré
z nich se jiz stali soucasti folkloru dané oblasti, jiné se objevuji pii pracov-
nich pohovorech (naptiklad v Google) ¢i v odbornych magazinech. Resent
hadanek je pfijemnou zabavou, pii které lze dobfe procvi¢it mysleni, u ha-
danek informatikych mysleni algoritmickeé.

1. Déleni parlamentu

Vime, ze kazdy poslanec ma v parlamentu presné tii nepfatele. Pfitom
predpokladame, Zze nepiatelstvi je symetrické. Tedy povaZzuje-li poslanec A
poslance B za svého nepfitele, pak i poslanec B povazuje poslance A za
svého nepfitele. Lze parlament rozdélit na dva kluby tak, aby kazdy po-
slanec mél klubu, do kterého patfi, nejvyse jednoho nepfitele? Zapornou
odpovéd odivodnéte ditkazem, u kladné odpovédi uvedte, jak by se takové
rozdélen{ zkonstruovalo.

Odpovéd na otazku je ano. Rozdéleni poslanct na kluby 1ze totiz zkon-
struovat nésledujicim zptsobem.

1. Libovolné rozdélime poslance do klubi. Nemame Zadné dalsi poza-
davky, jeden z klubti muze byt dokonce prazdny.
2. Dokud existuje poslanec, ktery méa vice nez jednoho nepfitele ve svém

klubu, pfesuneme jej do opa¢ného klubu.

Vidime, ze pokud algoritmus skon¢i, rozdéli poslance do klubt podle na-
Sich pozadavki. Ty totiz presné odpovidaji podmince z kroku 2 algoritmu.
Staci tedy ukézat, Ze algoritmus kondi.
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Na prvni pohled se zd4, ze mizeme poslance presouvat libovolné krat.
Miuze se totiz stat, ze presuneme poslance do opa¢ného klubu a pozdéji
za nim pfesuneme i nékteré jeho nepfatele. Nemtzeme na prvni pohled
vyloucit situaci, Ze pokud ptvodniho poslance pfesuneme zpét, budeme
muset pozdéji presunout zpét i jeho nepratele. Cela situace by se pak
mohla opakovat a algoritmus by nikdy neskonéil.

Ve skute¢nosti se da dokazat, ze presunti mezi kluby se provede pouze
koneéné mnoho. Ozna¢me p pocet nepiatelskych dvojic poslanci, ktefi se
nachézi ve stejném klubu. A nyni klicova myslenka:

Presunem poslance v kroku 2 se p zmenst.

Je to proto, ze pfed pfesunem ma poslanec ve svém klubu vice nepratel
nez po presunu. Soucasné je ale ¢islo p omezeno, trivialné napiiklad vidime

0§p§n2.

Reseni dnesni hadanky je ve skute¢nosti algoritmem pro optimalizaéni
ilohu nalezeni maximéalntho Fezu grafu. V této tloze hledame rozklad mno-
ziny vrcholi grafu na dvé mnoziny tak, aby byl pocet hran mezi uzly
z riznych mnozin maximéalni.

2. Nerozbitné sklenicky

Vychodonémecky podnik vyrabi velmi odolné sklenicky. Pro tcéely pro-
pagace potiebuje zjistit nejvyssi patro své 100 patrové budovy, ze kterého
se z okna vyhozené sklenicka dole na ulici nerozbije. K dispozici ndm da
2 sklenicky a pfistup do budovy, takze miizeme skleni¢ky vyhodit z nami
zvoleného patra. Vyhozeni jedné skleni¢ky a zjisténi toho, jestli se roz-
bila, chapeme jako jeden pokus. Jaky je minimé&lni pocet pokusi, které
v nejhor$im piipadé potiebujeme, chceme-li tlohu vytesit?

Uloha je jednodussi, pokud mame k dispozici jenom jednu sklenicku.
Abychom nalezli pozadované patro, musime skleni¢ku postupné vyhazovat
z 1.,2.,3.,...,100. patra. Rozbije-li se v patte k, je hledané patro k — 1.
Odpovéd na nagi otazku je 100, protoZe v nejhor§im p¥ipadé se sklenicka
nerozbije ani ve stém patie.

Druhou skleni¢ku miizeme vyuzit k urychleni hledani. Po kratkém za-
mysleni zjistime, Ze nemuzeme pii hledani naseho patra pouzit analogie
ptleni intervalti ani jiny jednoduchy trik. Pomiize nam aZz pohled z druhé
strany. Oznac¢ime si H (k) maximalni vysku budovy, pro kterou zvladneme
pozadované patro nalézt s pouzitim k pokust. Mame-li k dispozici obé&

298 Matematika — fyzika — informatika 31 (4) 2022



sklenicky, provedeme pokus v patie k. Pokud se sklenicka rozbije, zbude
nam k — 1 pokusu pro patra 1,2,...,k — 1, tak jako v p¥ipadé s jednou
sklenickou. Pokud se naopak sklenicka nerozbije a zlistava nam jesté k — 1
pokust i obé skleni¢ky, mtizeme prozkoumat dalsich H(k — 1) pater. Pro
H(k) tedy dostaneme rekurenci

Hk)=k+H(k-1); H(1l)=1,
jejimz rozbalenim dostaneme uzavienou formu

H(k)=k+H(k—1)
=k+k-1)+k-2)+--+1
=k(k+1)/2.

Nyni zbyva nalézt nejmensi k takové, aby platilo

k(k+1
100 < g
2
Snadno ovéfime, ze hledané k je 14.
Dokud méame obé sklenicky, provadime pokusy postupné v patrech

14, 27, 39, 50, 60, 69, 77, 84, 90, 95, 99, 100

Po rozbiti sklenicky pokra¢ujeme od patra nad tim, ve kterém jsme pro-
vedli posledni pokus bez rozbiti.

3. Sto tisic telefonnich &isel

Predstavte si, Ze jste zaméstnanec nebo zaméstnankyné telekomunikac-
niho operétora a méte soubor obsahujici sto tisic Sestimistnych telefonnich
C¢isel, ktera jsou pfifazena jednotlivym zakaznikiim. Vasim tkolem je ¢isla
sefadit a vypsat. Ale aby tento kol nebyl uplné jednoduchy, predpokla-
dejte, ze z ditvodit Gspor méa vas nejlepsi pocita¢ jen 256 KB paméti
RAM.?)

D Predpokladame, ze 1 KB = 1024 B.
2)V relativng nedévné minulosti, fikejme ji tfeba osmdesaté 1éta, pocitace s takto
velkou paméti nebyly nic neobvyklého.
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3.1. Pfimocaré reSeni

Ze zadani vime, Ze jednotliva telefonni ¢isla budou Sestimistna. MuZeme
tedy uvazovat, Ze kazdé telefonni ¢islo je celé ¢islo z intervalu 0 az 999.999
(vEetns). Nabizi se proto pro uloZeni telefonnich ¢isel pouzit t¥icetidvou-
bitovy typ int. Staci tedy nacist jednotliva ¢isla do pole hodnot typu int
a setfidit néjakym vhodnym algoritmem jako je QuickSort.

Toto TeSeni je sice pfimocaré a jednoduché, ale v nadmi nastavenych
podminkach nebude fungovat. Do 256 kB paméti se nam vejde jen 65535
hodnot typu int, a to ndm nezbude ani misto pro samotny program, ani
pro operacni systém.

Dalsi moznosti by bylo fadit data s vyuzitim vnéjsi paméti. Takové
feSeni by jiz fungovalo, ale nebylo by patrné p¥ili§ rychlé, ani elegantni, a
proto se jim nebudeme dale zabyvat.

~

3.2. Lepsi reseni

Pii hledani vhodnéjsiho feSeni mtzeme vyuzit toho, Ze v seznamu ¢isel
bude kazdé telefonni ¢islo nanejvys jednou. MuZeme si proto udélat seznam
uplné vSech ¢isel z intervalu [0;999.999] a poznacit si, ktera Cisla jsou jiz
zékaznikim prifazena. Kdyz tento seznam néasledné projdeme od zacatku
do konce a vypiSeme jen prifazena Cisla, ziskdme sefazenou posloupnost
pfesné, jak potfebujeme.

Jak ale vytvorit takovy seznam? Opét muZeme vyuzit skutec¢nost, Ze
kazdé ¢islo na vstupu bude nanejvys jednou a pro reprezentaci seznamu
miZzeme pouzit bitmapu. V této bitmapé kazdy bit bude predstavovat
priznak, zda dané telefonni ¢islo bylo pfifazeno, nebo ne.

Vysledné feseni by mohlo vypadat nésledovné. Nejdiive si vytvorime
prazdné pole, které bude v paméti zabirat pfesné jeden milion bitt, tj. 125
tis. byt (nebo 31.250 slov o velikosti 32 bitd). Toto pole inicializujeme
nulami.

1 int32_t numbers[1000000 / 32];
2 for (int i = 0; i < 1000000 / 32; i++)
3 numbers[i] = 0;

Vsimnéme si, ze v tomto piipadé ndm 256 kB paméti bude dostacovat.
Vyhodou i nevyhodou miize byt, ze bez ohledu na to, kolik hodnot je na
vstupu, vzdy alokujeme stejné mnozstvi paméti.

Déle predpokladejme, zZe mame funkci get_number, kterd postupné na-
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¢ita a vraci hodnoty ze vstupu. V momenté, kdy narazi na konec vstupu,
vrati zapornou hodnotu. Zpracovani vstupu bude v takovém piipadé vy-
padat nasledovné.

1 int32_t n;

2 while ((n = get_number()) >= 0) {

3 numbers[n / 32] |=1 << (n % 32);
4 %

Nejdiive se nacte do proménné n hodnota ze vstupu, a pokud je nezé-
porné, vyznadi se piislusny bit v poli numbers. Hodnota numbers[n / 32]
1ika, ve kterém slové budeme nastavovat prislusny bit, vyraz 1 << (n % 32)
udava, ktery bit se v daném slové nastavi na jedna a operace |= se postaré
o samotné nastaveni prislusného bitu.

Poslednim krokem je vypsani sefazené posloupnosti ¢isel. To provedeme
v podobném duchu. Projdeme vSechna ¢isla od 0 do 999.999 (véetné) a
podivame se, zda pro né byl v poli numbers nastaven odpovidajici bit
na 1.

1 for (int i = 0; i < 1000000; i++) {

2 if (numbers[i / 32] & (1 << (i % 32)))
3 printf ( , i)

4 }

Vsimnéme si, ze pro vybér biti pouzivime podobny postup jako v pii-
padé jejich nastaveni v pfedchozim kroku. K testovani, zda je prislusny
bit nastaven, slouzi operator &, ktery predstavuje bitovy soucin dvou hod-
not. Jinymi slovy, pokud je pfislusny bit nastaven na jedna, bude hodnota
vyrazu numbers[i / 32] & (1 << (i % 32)) nenulovi, a tudiZ to bude
interpretovano jako splnéni podminky. V opa¢ném piipadé nebude pod-
minka splnéna.

3.3. Srovnani s pFimocéarym reSenim

Dalo by se namitnout, Zze s dneSnimi pocitaci, které maji mnoho gi-
gabyti RAM a k tomu virtualni pamét, omezeni na mnoZstvi paméti,
které v této hadance mame, je prili§ vykonstruované. Udélali jsme proto
experiment a srovnali jsme Cas nutny k sefazeni posloupnosti ¢isel po-
moci QuickSortu a pomoci bitmapy. Vysledky ukazuje obr. 1 (nahote).
Pro mensi mnozstvi ¢isel je mirné lepsi QuickSort, ale s rostoucim poctem
¢isel postupné ztraci na feSeni vychézejici z bitmapy.
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Druh& namitka by mohla sméfovat k tomu, Ze navrzené feSeni ma ten-
denci plytvat s paméti. Alokovat za vSech okolnosti bitmapu o velikosti
1.000.000 bitt miize vypadat jako rozmafilost. Je ale potfeba brat v potaz,
ze ulozeni celych ¢isel ma také svou nezanedbatelnou rezii. Jak vypadaji
naroky na pamét u obou algoritmi ukazuje obr. 1 (dole).
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Obr. 1 Srovnani naro¢nosti obou p¥istupii z pohledu rychlosti (nahore) a naroki
na pamét (dole).

Jednoduchou tvahou se d& dobrat k tomu, zZe pokud pocet Fazenych
hodnot k je v&tsi nez 31—2H, kde H je pocet vSech moznych hodnot, je
z pohledu spotfebované paméti vyhodnéjsi bitmapa.

Z toho se d4 usuzovat, ze bézné feSeni (nap¥. QuickSort) nemusi byt za
vSech okolnosti to nejefektivnéjsi.

Zbylé hadanky jsou pfevzaty z knihy [1].
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