Zajimavé matematické ulohy

Uvefejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni mutzete
zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2023 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz. Zajimava a originalni feSeni tloh radi uvetejnime.

Uloha 281

Necht dj znac¢i pocet jednomistnych déliteli libovolného pfirozeného
Cisla k.
a) Dokazte, Ze pro kazdé kladné celé ¢islo n plati

dn+1 + dn+2 +...+ dn+20
20

< 3.

b) Dokazte, Ze existuje kladné celé ¢islo n, pro které plati

dpy1+dnio+ ... +dntio
19

> 3.
Josef Tkadlec

Uloha 282
Je dan tétivovy ¢tyfuhelnik s navzéjem kolmymi tthloptickami. Ozna¢me
P prisecik kolmice z vrcholu A k pfimce C'D s pfimkou BD. Dokazte, ze

body P a B maji od vrcholu A stejnou vzdalenost.
Vojtéch Zlamal

Dale uvadime fteSeni tloh 277 a 278, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
druhém ¢isle letosniho (31.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 277
K danému celému ¢&islu D > 1 uréime celé ¢islo n > 1 tak, aby platilo

1+24+...+(n—-1)<D<142+...+n.

Rozhodnéte, zda pak lze z libovolné n-prvkové mnoziny po sobé jdoucich
celych ¢&isel vybrat neprédzdnou podmnozinu prvka s takovym soucétem,
ktery je délitelny ¢islem D. .
Jaromir Simsa
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Vzhledem k tomu, Ze redakce neobdrzela zadné uplné 7eseni této tlohy,
nechavame tento problém pro ¢tenéfe nadale otevieny. Sva feSeni muzete
dodatec¢né zaslat do redakce MF1I ve stejném terminu jako FesSenf uloh 281
a 282.

Uloha 278

Jsou dany dvé rovnobézné piimky p a ¢. Na pfimce p je dan bod C
a na pifimce ¢ uvazujme tse¢ku AB dané délky d. V trojuhelniku ABC
ozna¢me D, E po fadé paty vySek z vrcholu A, B.
a) Dokazte, Ze pfimka p je te¢nou kruZnice opsané trojuhelniku CDE.
b) Sestrojte tsecku AB tak, aby kruZnice opsana trojihelniku CDE méla

primér d. Jan Mazadk

Reseni. Oznaéme dale V, patu vysky z vrcholu C' trojuhelniku ABC
a V prusecik jeho vysek. Pokud je trojuhelnik tupothly s tupym thlem
pii vrcholech A nebo B, muZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
Ze tupy uhel je pfi vrcholu B, protoze jinak nam staci zaménit A s B a
D s E, viz obrazek nahote. Pokud je tupy thel u vrcholu C, viz obrazek
vlevo dole, pokud jsou vSechny thly trojuhelniku ABC' ostré, viz obrazek
vpravo dole.
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Uhly CEV a CDV jsou pravé, podle Thaletovy véty tak je CV pri-
mérem kruznice k opsané trojuhelniku CDE. Usetka CV lezi na vysce
trojihelniku ABC ke strané AB. Je tak k ni kolma, tedy je kolmé i na
pfimku ¢ a s ni rovnobéznou piimku p. P¥imka p prochazejici bodem C je
tak kolmé na pramér C'V kruznice k opsané trojuhelniku CDE a je tedy
jeji tefnou, coz jsme méli dokazat v ¢asti a).

Trojuhelniky CEV a CV_.A se shoduji ve vnitinim thlu pii vrcholu C
a pravych thlech pfi vrcholech E a V., jsou tedy podobné a maji tak
shodny i tieti vnitini thel u vrcholi V' a A. Ze shodnosti thlt BAE aCVE
plyne, Ze pravouhlé trojihelniky ABE a VCE s pravymi thly u vrcholu F
jsou podobné. Pokud je pramér |CV| kruZnice k roven d = |AB|, jsou
trojahelniky ABE a VCE shodné, plati tak |[EB| = |EC| a pravothly
trojihelnik BC'E s pravym thlem pii vrcholu F je rovnoramenny. Naopak,
pokud je tento trojuhelnik rovnoramenny, jsou trojuhelniky ABE a VCFE
shodné, tedy |AB| = |VC| a kruZnice k tak ma polomér d. Pravothly
trojuhelnik BC'E bude rovnoramenny, pravé kdyz velikost jeho vnitintho
thlu BCE bude 45°, tedy pravé kdyz velikost vnitiniho thlu trojihelniku
ABC pfi vrcholu C bude 45° nebo 135° (v zavislosti na tom, zda bod E
je ¢i neni bodem tusecky AC).

Odtud jiz plyne konstrukce pozadované usecky AB. Na piimce p se-
strojime usecku A’ B’ délky d a mnozinu ¢ bodi, ze kterych je tato usecka
vidét pod thlem 45° nebo 135°. Tuto mnozinu tvori dvé kruznice, jejichz
stfedy jsou zbyvajici vrcholy ¢tverce s thloptickou AB. Prusecik £ s piim-
kou ¢ oznatime C’. Usetku AB pak dostaneme posunutim tsecky A’'B’
podle vektoru C’C. Podet FeSeni tlohy pak zavisi na tom, kolik existuje
prisec¢ikt mnoziny ¢ s pfimkou p. Tento priiseéik bud neexistuje, nebo
existuji jeden, dva, t¥i, nebo ¢tyfi pruseciky. Jelikoz body A a B muZzeme
vzajemné zameénit, existuje tak zadné, 2, 4, 6 nebo 8 feSeni dané ulohy.
Snadno dopoé¢teme, ze

i) pokud vzdalenost piimek p a ¢ je vétsi nez d(v/2 + 1)/2, nema tloha

zadné TeSeni,

ii) pokud je vzdalenost pfimek p a ¢ rovna tomuto ¢islu, ma tloha pravé
dvé TesSeni,

iii) pokud je vzdalenost ptimek p a ¢ mezi éisly d(v/2+1)/2 ad(v/2—-1)/2,
ma tloha praveé ¢tyfi feSeni,

iv) pokud je rovna ¢islu d(v/2 — 1)/2, ma tloha Sest feSeni a

v) pokud je vzdalenost p a ¢ mensi nez toto ¢islo, mé tloha osm FeSeni.
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Pozndmka 1. Néstin jiné konstrukee trojuhelniku ABC'. Velikost vnitiniho
thlu trojahelniku ABC' pfi vrcholu C' je 45° nebo 135°, Pravouhlé troj-
thelniky ADC a BEC jsou tak rovnoramenné a velikost aspoii jednoho
zuhli CAV a CBYV je 45° (zbyvajici m4 velikost bud 45°, nebo 135°, nebo
se jeden z bodu A, B shoduje s bodem V' a nemé smysl hovofit o druhém
thlu). Odtud jiz plyne konstrukce. Sestrojime obé& kruznice k s pramérem
CV délky d, které se dotykaji pfimky p v bodé C. Sestrojime mmnoZzinu
bodi, ze kterych je tsecka C'V vidét pod ahlem 45° (dvakrat dva kruZni-
cové oblouky). Jejich prisecik s pfimkou ¢ oznac¢ime A nebo B, a druhy
z téchto bodu pak bude leZzet na pfimce p ,,smérem k CV* ve vzdalenosti
d od prvniho.

Pozndamka 2. Mnoho fesiteli neprovedlo uplnou diskusi velikost{ vnitinich
ahlia trojuhelniku ABC a dospélo vétsinou k zavéru, ze velikost vnitiniho
thlu trojihelniku u vrcholu C je jen 45°. Jejich feSeni tak byla hodnocena
jako Castecna.

Spravna feSeni zaslali Anastasia Bredikhina, Michal Janik a Samuel
Rosiar, vsichni z GJK v Praze 6, Tereza Cernd z G v Praze 9, Litoméricka,
Anna Hronovd, a Alena Jandckovd, obé z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, Erik
Jezek ze SSPS a G v Praze 5, Pavla Sankotovd z G v Plzni, Mikulagske
nam. a Jakub Stepo z G v Kladné.

Netplné teseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdchim z Vo-
lyné, Adam C’ervenka, Martin Dufek, gtépa’n Mikéska, Jakub Komdrek,
Lukds Kycl, Petr Slonek a Filip Smisek, vSichni z G v Brné, t¥. Kpt.
Jarose, Lenka Poljakovd z GJS v Prerovs, Ondrej Trinkewitz z G a SPSE
ve Frenstats pod Radhostém a Lukds Wendzel z G a SPSEI ve Frenstaté
p- Radhostém.

Pavel Caldbek
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