Grafy relaci
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Jednim ze zakladnich pojmi moderni algebry je pojem binarni relace.
Tento pojem byl v minulosti i sou¢asti vyuky matematiky na gymnaziu,
napf. v uéebnici Matematika pro gymndzia, sesit 3 z roku 1978. S koncem
obdobi tzv. modernizace vyuky matematiky, které u nas probihalo v letech
1965-1985, zmizel z uéiva matematiky na gymnaziu také pojem relace.

Pripomenme, Ze bindrni relaci mezi mnoZinami A, B nazyvame kazdou
podmnoZinu kartézského souéinu A x B. Je-li A = B, hovofime o binérni
relaci na mnoziné A.

Binarni relaci mezi mnoZinami A, B nazyvame zobrazenim mnoZiny A
do mnoziny B, pravé kdyz ke kazdému prvku x z mnoziny A existuje pravé
jedno y z mnoZiny B takové, Ze usporadanéd dvojice (x,y) patii do této
relace.

Redlnou funkci redlné proménné f pak rozumime zobrazeni f: M — R,
kde R zna¢i mnozinu realnych ¢&isel a M C R.

V ¢lanku se budeme vénovat grafim relaci |y| = f(z), kde y = f(x)
je funkce jedné realné proménné. Je ziejmé, Ze relace |y| = f(x) plati pro
ta z, ktera spliji f(z) > 0. ReSenim nerovnice f(z) > 0 ziskdme intervaly,
v nichz je tato funkce nezaporna. V téchto intervalech sestrojime grafy
funkei y = f(x) a také y = —f(z). Sjednoceni grafti téchto dvou funkei
pak tvori graf dané binarni relace. Cely postup sestrojovani grafu takové
relace ukdZzeme na nékolika pfikladech.

Priklad 1
K dané funkci y = f(x) sestrojte graf relace |y| = f(x):
a)y=x+1 b) y = /|| c)y=sinx
d)y=Ilnz e)y=2¢e"
Regent.
a) Funkci y = « + 1 odpovida relace |y| = x + 1. Protoze je |y| > 0, je

také x +1 > 0, a tedy x > —1. Pro kazdé vyhovujici y plati y =z + 1 a
y=—(x+1)=—2—1 (obr. 1).
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Obr. 1

b) Funkci y = +/|z| odpovida relace |y| = /|z|. Protoze je y/|z| > 0
pro kazdé z € R, je také relace |y| = /|| definovana pro kazdé = € R.

Pro kazdé vyhovujici y pak plati y = v/|z| a y = —+/|z| (obr. 2).
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Obr. 2

¢) Funkci y = sinx odpovida relace |y| = sinz. V intervalu (—3m; 3m)
je funkce y = sinx nezaporna v intervalech (—2m; —m), (0;7), (2m;3m).

V téchto intervalech sestrojime grafy funkci y = sinz, y = —sinz (obr. 3).
)
—27 - 0 T 27 3 x
Obr. 3
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d) Funkci y = Inz odpovida relace |y| = Inz. Funkce y = Inz je
nezapornd v intervalu (1;+00). V tomto intervalu sestrojime grafy funkeci
y=Inzay=—Inz (obr. 4).

)

Obr. 4

e) Funkci y = e® odpovida relace |y| = e®. Funkce y = e” je kladna pro
kazdé x € R. Pro kazdé vyhovujici y plati y = e* a y = —e” (obr. 5).
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Obr. 5
Nyni se zaméiime na relace se dvéma absolutnimi hodnotami.

Priklad 2

Sestrojte graf relace |z| + |y| = 1, resp. |y| =1 — |z|.
Regent.

Z¥ejmé je x € (—1;1) a y € (—1;1). Uvazime-li, jaké podminky plati
pro x a y v jednotlivych kvadrantech, dostaneme funkce: y = —x + 1,
y=x+4+1,y=—x—1,y =2z — 1. Nyni uZ snadno sestrojime graf dané
relace, viz obr. 6.

Na obr. 7 je graf relace, ziskany otoCenim grafu z obr. 6 se stfedem
v pocatku o orientovany thel +45°. Nabizi se otazka, jak zadat relaci,
jejiz graf je na obr. 7. Abychom tuto otdzku zodpovédéli, musime toto
otoCeni matematicky popsat; presnéji fe¢eno, mame nalézt transformaci
soustavy soutfadnic, ktera je uréena otocenim se stiedem v pocéatku o +45°.
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Soustava soufadnic Ozy se zméni na soustavu soufadnic Oz’y’. Podstatné
je si uvédomit, ze v kartézské soustavé soufadnic Ox’y’ bude mit relace,
jejiz graf je na obr. 7, vyjadfeni |2'| + |y/| = 1.
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Nyni uZ nam zbyva uréit vztahy mezi z a 2’ a mezi y a 3. K tomu
vyuZijeme komplexni ¢isla. Necht jsou ddna dvé komplexni ¢isla z = x+yi
a z/ = o’ + y'i, pro ktera plati |z| = |2/| a jejich privodice sviraji dhel
velikosti ¢. Je-li € = cosg + isiny, pak plati 2/ = ze a [2/| = |z¢|. Po
dosazeni do rovnice z’ = z¢ dostaneme

' +y'i = (x4 yi)(cos ¢ + isinp),
odkud

2’ = 2 cosp — ysiny, z sin ¢ + y cos p.
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Po dosazeni ¢ = 45° dostavame
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Pro vyjadieni relace |2'| + |y'| = 1 v kartézské soustavé souradnic Oz, y
pak plati

ERE

V2 | V2
> Yo | TP TV

:1’
2 2

[z —yl+ ]z +yl = V2.
Priklad 3

Sestrojte graf relace |x — 4|+ |2y — 1| = 5.
Resent.

Podle zadani plati po apravé |2y — 1| =5 — |z — 4|, a proto |z — 4| < 5,
tj. z € (=1;9). Plati 0 < |z — 4] = 5 — |2y — 1], a tedy |2y — 1] < 5, tj.
y € (=2;3). Pro € (—1;4) méame funkce y = %x +lay= —%x, pro
z € (4;9) mame funkce y = 1o —4, y = —12+ 5 (obr. 9).

Y

Obr. 9

Grafii binarnich relaci mizeme vyuzit také pii feSeni soustav rovnic.

Priiklad 4
Reste graficky soustavu rovnic s kladnym readlnym parametrem r:

|| + |yl = 1,
22 4 y? =12,
Resent.
Na zékladé znalosti grafu relace |z|+|y| = 1 snadno zjistime, Ze kruznice
22 +1y% = r? graf této relace neprotne nebo ho protne ve &tyfech nebo osmi
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bodech. Pro feSeni dané soustavy mohou nastat pouze tii moznosti: zadné
feSeni, Ctyrli TeSeni, osm feSeni. Z grafti na obr. 10 lze snadno uréit, ze
dana soustava méa 4 feSeni v piipadé, Zze r = 1 nebo r = g Soustava

V2 V2
2

nemé feSeni pro r < ar > 1.V pripadé, ze je r € (7; 1), mé uloha

8 Teseni.

Y

Obr. 10

Priklad 5
Reste graficky a poCetné soustavu rovnic s nezapornym realnym para-

metrem p:
lyl = V2z — a2,
lyl = px +p.
Resent.

Soustavu lze zapsat ve tvaru pr + p = v2x — 2, ktery vede na kvad-
ratickou rovnici

(14+p*)2® +2(p* — 1)z +p* =0.

—
“$5 2
Ja =

Pro jeji diskriminant plati D = 4 — 12p2. Z¥ejmé je D > 0 pro |p| <

Protoze je p > 0, plati p € <0; §> Prop > ? soustava nema feSeni.

Je-li p = 0, dostaneme kvadratickou rovnici 22 — 2z = 0, ktera ma realné
kofeny © = 0, x = 2. Po dosazeni do rovnice |y| = px + p, dostaneme
dvé feseni, a to (0;0), (2;0). Je-lip = ?, dostaneme kvadratickou rovnici
4% — 4z + 1 = 0, kterda ma dvojnasobny kofen = = . Pro odpovidajici y

2
pak plati |y| = @ V tomto pFipadé ma soustava dvé feSeni: (%, @),
1

(%; ,@)_ Pokud je p € (0; é), m4 rovnice (1) dva realné kotfeny:

2
C1-p?P+ /1 -3p? 1—p*— /1 3p?

1+ p? 1+ p?

T ) T2
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Pro odpovidajici hodnoty y plati: y1 = pz1+p, yo = —pr1—p, y3 = pr2+p,

Y4 = —pxo — p. Po dosazeni dostavame:
(L VI e VT3
ner 1+ p? 1+ p2?
1—p*+/1-3p? 2+W
Y2 = —p=-
1+ p? 1+ p?
B 14p? b= L4p?
1-p* —/1-3p2 P2+ V1=3p%)
Yo =P 2 —pP==
I+p 1+ p?

Dané soustava ma ¢tyfi redlné feSeni: (z1,v1), (1,¥2), (z2,y3), (T2, y4).

Grafem relace |y| = v2x — 22 je kruznice se stfedem v bodé S[1;0] a
polomérem r = 1. Grafem relace |y| = pxz + p jsou dvojice polopFimek se
spole¢nym pocatkem v bodé P[—1;0]. Z obr. 11 lze snadno usoudit, Ze po-
lopFimky kruZznici bud neprotnou nebo ji protnou ve dvou nebo ve ¢tyfech
bodech. Z toho plyne, Ze dana soustava méa v zavislosti na parametru p
bud dvé nebo ¢tyfi FeSeni nebo nema Feeni.

Y

Obr. 11
Nasledujici tlohy slouzi k procvi¢eni dané problematiky.
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Uloha 1
V oboru realnych ¢isel feste pocetné i graficky soustavu rovnic s realnym
parametrem p:
|z + [yl = 1,
ly| = V& +p.
[lp] > 1 (nema fex.), p= —1 (1 ¥e&.), p=1 (3 fes.), p € (—1;3) (2fes.), p= 3 (4 fed),
p € (2;1) (6 res.)].
Uloha 2
V oboru realnych ¢isel Feste pocetné i graficky soustavu rovnic s redlnym
parametrem 7:
lzy| =1,

2?4y =12,

[r < V2 (nema fedeni), r = /2 (4 feeni), r > /2 (8 Fegeni)].

Uloha 3

: ||
Sestrojte graf relace |y| = .
rojte graf r ly T4 a2
Uloha 4
V oboru redlnych ¢isel feste pocetné a graficky soustavu rovnic:
[z +yl =3,
[z —yl=1.

[Existuji &tyii feeni: (152), (2;1), (—1;—2), (—=2; —1)].

Uloha 5

V oboru realnych ¢isel Feste pocetné i graficky soustavu rovnic s redlnym
parametrem 7:

[z +yl=1,
2?42 =2,

[r < @ (nema Feseni), r = g (2 feseni), r > g (4 feéeni)} .

Vyse uvedeny text lze vyuzit pifi praci se zaky SS, kteif maji hlubsi
zdjem o matematiku. MiZeme také pripomenout posloupnost pojmt:

mnozina — uspoirddand dvojice — kartézskij soucin —

— relace — zobrazeni — funkce.
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