Zajimavé matematické ulohy

Uvetejhujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické dlohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tuloh. Resent novych tloh 277 a 278 zaslete
nejpozdéji do 30. zarf 2022 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listo-
padu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 277
K danému celému ¢&islu D > 1 uréime celé ¢islo n > 1 tak, aby platilo

142+...+(n—-1)<D<1+24+...+n.

Rozhodnéte, zda pak 1ze z libovolné n-prvkové mnoziny po sobé jdoucich
celych ¢isel vybrat neprazdnou podmnozinu prvki s takovym souctem,
ktery je délitelny ¢islem D. .
Jaromir Simsa
Uloha 278
Jsou dany dvé rovnobézné piimky p a ¢. Na pfimce p je dan bod C
a na pifimce ¢ uvazujme tse¢ku AB dané délky d. V trojuhelniku ABC
oznaéme D, E po fadé paty vySek z vrcholi A, B.
a) Dokazte, Ze pfimka p je te¢nou kruZnice opsané trojahelniku CDE.
b) Sestrojte tisetku AB tak, aby kruZnice opsané trojuhelniku C DE méla
primér d. Jdn Mazdk
Déle uvadime feSeni tloh 273 a 274, jejichz zadani jsme zvefejnili ve

¢tvrtém éisle lonského (30.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 273
Urcete vSechny mnohoéleny P(z) s celo¢iselnymi koeficienty takové, Ze
pro vSechna pfirozena ¢isla a, b je ¢islo P(a) + P(b) délitelné &islem a + b.
Jan Mazdk

Reseni. Mnoho&len P(z) s celo¢iselnymi koeficienty lze zapsat ve tvaru
P(z) = cpz"™ + cp12™ M 4 .. 4 co,

kde koeficienty ¢ (kK = 0,...,n) jsou cela &isla. Protoze pro libovolné
prirozené ¢islo k a realna ¢isla a, b (zde specialné cela ¢isla) plati

aF —oF =(a—b)(a" P+ P+ .+,

Matematika — fyzika — informatika 31 (2) 2022 115


mfi@upol.cz

plyne odtud pro navzajem rizna celd &isla a, b vztah (a—b) | (P(a)—P(b)).
Odtud v8ak také plyne a +b = (a — (=b)) | (P(a) — P(=b)). Podle zadani
plati (a +b) | (P(a) + P(b)), proto

(a+b) | ((P(a) + P(b) = (P(a) = P(=D))) = P(b) + P(=b).

Pro pevné dané pfirozené ¢islo b a libovolné pfirozené ¢islo a nabyva vy-
raz a+b nekone¢né mnoha raznych hodnot. Tedy celé ¢islo P(b)+ P(—b) je
délitelné nekoneéné mnoha riznymi pfirozenymi ¢isly, a to nastane pouze
v pfipadé, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo b plati P(b)+P(—b) = 0. Existuje
tedy nekoneéné mnoho hodnot z (jsou jimi vSechna nenulova celé ¢isla),
které vyhovuji rovnici P(x) + P(—x) = 0. Mnohoclen P(z) + P(—zx) je
tedy nulovy, a pro v8echna realna ¢isla x tak plati P(—z) = —P(x). Tedy
P(z) je licha funkce, coz znamend, Ze ¢ = 0 pro vSechna suda cisla k
(vEetné 0). Z druhé strany v8ak pro vSechna licha k plati

af +0F =aF — (=b)F = (a+b) ("t —a" 2o+ .+ D).

Odtud vidime, 7e pro kazdy takovy mnoho¢len P(z) s celo¢iselnymi koe-
ficienty plati (a +b) | (P(a) + P(b)).

Zjistili jsme tedy, Ze zadani vyhovuje kazdy mnohoclen s celoc¢iselnymi
koeficienty, ktery je lichou funkci.

Spravna teseni zaslali Lenka Poljakovd a Stépdn Pospisil, oba z GJS
v Pferové. Netplné feSeni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.

Uloha 274
Do dvou krabic rozmistime n ¢ernych a n bilych kouli tak, ze kazda
z nich obsahuje alespon jednu kouli. S pravdépodobnosti % vybereme jednu
z krabic a z ni vytdhneme jednu kouli (v kazdé krabici je vytaZeni v ni
obsaZené koule stejné pravdépodobné). P¥i jakém rozmisténi kouli bude
pravdépodobnost vytazeni bilé koule a) co nejvétsi, b) co nejmensi.
Jozef Kalinowski (Kalety)

Reseni. Oznacme jako krabici jedna tu (jednu z nich), ve které pro pocet
k kouli plati 1 < k < n, necht z nich je b bilych, kde 0 < b < k. V krabici
dvé je pak 2n — k kouli, z nich n — b bilych.

Z prvni krabice vytahneme bilou kouli s pravdépodobnosti b/k, ze druhé
s pravdépodobnosti (n—b)/(2n — k). Pravdépodobnost vytazeni bilé koule
z ndhodné vybrané krabice tak je

1/b n—>b
P<b”“>:2(ﬂzn_k>'
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V pfipadé a) hledame maximum funkce P(b, k) za podminek k € {1,...,n},
be {0,1,...,k}. Pro pevné ¢islo k se na P(b, k) miZeme divat jako na li-
nearni funkci proménné b, kterou upravime na tvar

n—k n

Pbk) = k(2n — k) T

Koeficient u b je vzhledem k pfedpokladiim nezaporny, jedna se tak o ne-
klesajici funkei proménné b, kterd na mnoziné {1,2,...,k} nabyva svého
maxima P(k, k) pro b = k. Plat{ tak

1/k 2n—-k—n n
P(b,k)SP(k,k)=2(k+2n_k> T

Funkce proménné k na pravé strané této nerovnosti je na mnoziné {1,...,n}
zfejmé klesajici, nabyva tak své nejvétsi hodnoty P(1,1) pro k = 1. Doka-
zali jsme, Ze plati

n _3n—2
dn—2 4n—2°

Pravdépodobnost vytazeni bilé koule tak bude nejvétsi, kdyz v jedné kra-
bici bude jedna bild koule a ve druhé krabici budou v8echny zbyvajici
koule.

Protoze pri kazdém pokusu vytdhneme nékterou kouli, bude pravdé-
podobnost vytazeni bilé koule nejmensi, kdyz bude pravdépodobnost vy-
tazeni ¢erné koule nejvétsi. Podle predchazejiciho odstavce to bude v pii-
padé, kdyz v jedné krabici bude jedna ¢erna koule a ve druhé krabici budou
koule zbyvajici. Pravdépodobnost vytazeni bilé koule je v tomto piipadé
n/(4n — 2).

P(b,k) < P(k, k) < P(1,1) =1 —

Pozndmka. Protoze pro libovolné pfirozené n plati

n 1 3n —2 3

m-2-1 * m—2° 71

zjistili jsme, Ze pro libovolné rozmisténi kouli v krabicich bude pravdépo-

dobnost vytazeni koule dané barvy ¢islo z otevieného intervalu (i, i)

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Jachym Kouba, Jindrich Kukla, Lucian Poljak a Lenka Poljakovd,
vSichni z GJS v Prerové.

Pavel Caldbek
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