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V dnesnim pokracovani série ¢lankt o soutéznich ulohach Matematické
olympiady kategorie P (programovani) si ukaZzeme, jak se postupy pouzi-
vané pii feSeni ruznych uloh obé¢as opakuji. Autofi tloh maji k dispozici
jenom omezeny pocet standardnich algoritmu, jejichZ znalost mohou od
Tesitelii ofekavat. Olympiada pFitom existuje jiz 36 let a v soucasné dobé
zadavame v kazdém roc¢niku 14 soutéznich tloh: po Etyfech ve Skolnim a
v krajském kole, Sest v astfednim kole. Archiv soutéze tak dosahuje tucty-
hodného rozsahu kolem 500 tloh.

Ukazeme si dvé soutézni tlohy ze star$ich ro¢niki olympiady, které
vypadaji na prvni pohled rozdilné a tykaji se kazda uplné jiné problema-
tiky. Jejich feSeni ale bude v principu naprosto shodné — v obou pfipa-
dech budeme zjistovat, zda je doplnék zadaného grafu bipartitni. Studenti
se znalostmi zékladnich grafovych algoritmi mohli p¥i feSeni téchto tloh
vyuzit standardni algoritmus a obé& tlohy vyftesili bez velkého vlastniho
usili. Spravné tesSeni ale dokazali nalézt i ti soutézici, ktefi nebyli sezna-
meni zrovna s bipartitnimi grafy, ale ovladali oby¢ejné prochézeni grafu do
hloubky nebo do sitky, coz se u fesitelt olympiady predpoklada. Zbytek
uz nebylo tézké samostatné vymyslet.

ODbé prezentované tlohy jsou jiz pomérné staré — prvni z nich pochézi
z krajského kola 43. roéniku MO (8kolni rok 1993/94) a druha z doméciho
kola 47. ro¢niku MO (8kolni rok 1997/1998). Pro potfeby naseho ¢lanku
jsme puvodni zadani tloh formula¢né trochu upravili, na charakteru taloh
a jejich feSeni se tim ov8em nic nezménilo.

58 Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022



Uloha 1

V zemi je N mést oznacenych ¢isly od 1 do V. Mezi mésty je vybudo-
vana silni¢ni sit. Kazda silnice spojuje vzdy dvojici mést, vSechny silnice
jsou obousmérné. Mezi nékterymi dvojicemi mést piima silnice nevede, ale
z kazdého mésta je mozné dojet po silnicich do libovolného jiného mésta,
tfeba i vice riznymi zpisoby. VSechna piipadné kiizen{ silnic mimo mésta
jsou mimoudroviova (pomoci mostil) a neumoziuji vozidlam piejet z jedné
silnice na druhou.

Napiste program, ktery urci, zda je mozné rozdélit mésta do dvou sku-
pin tak, aby kazda dvojice mést patficich do stejné skupiny byla spojena
primou silnici (jinymi slovy: uvniti kazdé skupiny vede p¥ima silnice mezi
kazdymi dvéma mésty). Nezalezi pfitom na velikosti jednotlivych skupin,
jedna ze skupin muze byt pfipadné i prazdna. Kazdé mésto ale musi byt
do nékteré skupiny zarazeno.

Vstupem programu je poc¢et mést N a déle seznam vSech silnic vedoucich
mezi mésty. Kazda silnice je zadana dvojici ¢isel mést, mezi nimiz vede.
Vystupem programu je jedno vyhovujici rozdéleni mést do dvou skupin
nebo zprava, ze zadné takové rozdéleni neexistuje.

Na prvni pohled je zfejmé, Ze se jedna o grafovou tlohu. Zadanou sil-
niéni sit reprezentujeme pomoci souvislého neorientovaného grafu: vrcholy
grafu piedstavuji mésta a hrany odpovidaji silnicim. Ukolem je zjistit, zda
lze vSechny vrcholu grafu rozdélit do dvou skupin tak, aby obé& skupiny
byly tzv. klikou. Klikou nazyvame takovy podgraf zadaného grafu, ktery
je tplny, tzn. mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy vede hrana.

Ulohu vyfesime nejsnaze tak, ze budeme zkoumat doplnék zadaného
grafu. Doplitkem grafu G rozumime graf se stejnou mnozinou vrcholi, ve
kterém jsou vrcholy u, v spojeny hranou pravé tehdy, kdyz v ptvodnim
grafu G hrana mezi vrcholy u, v nevede. V nasi tloze chceme zjistit, zda lze
rozdélit vrcholy doplitku zadaného grafu do dvou skupin tak, aby v ramci
kazdé skupiny nevedla Zadna hrana, neboli aby kazda hrana spojovala
dvojici vrcholu nalezejicich do rtznych skupin. Graf s touto vlastnosti
nazyvame bipartitni. Zadani ulohy tedy muzeme pieformulovat: chceme
zjistit, zda je doplnék daného grafu bipartitni.

Regenf tlohy zahéjime nactenim vstupnich dat, na jejichz zakladé si
vybudujeme graf predstavujici doplnék zkoumané silni¢ni sité. Uvédomte
si, Ze ackoliv je silni¢ni sit podle zadani souvisla, graf predstavujici doplnék
této silni¢ni sité byt souvisly nemusi. Souvislost pivodni silni¢ni sité pii
feSeni dlohy vibec nevyuzijeme.
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Jak jsme jiz uvedli, ovéfeni bipartitnosti grafu je zalozeno na postup-
ném prochézeni celého grafu. Je pfitom jedno, zda zvolime prochazeni do
hloubky pomoci rekurzivni funkce, nebo priichod grafu do hloubky pomoci
zasobniku a cyklu, nebo prichod do $ifky pomoci fronty a cyklu. Ve viech
pripadech dojdeme ke stejnému spravnému vysledku a ve vSech pripadech
bude mit feSeni i stejnou ¢asovou slozitost.

Algoritmus FeSeni tlohy si miZeme nazorné predstavit tak, Ze pii pro-
chéazeni grafu a rozdélovani jeho vrcholi do dvou skupin budeme jednotlivé
vrcholy ,,obarvovat®“ dvéma barvami podle toho, do které skupiny byl vr-
chol zafazen. Vrcholtim zafazenym do prvni skupiny pfifadime barvu 1 a
vrcholim z druhé skupiny barvu —1. Na zac¢atku vypo¢tu neni zadny vr-
chol nijak obarven, nebot dosud nebyl zafazen do zadné ze skupin (vSechny
vrcholy tedy maji barvu 0). Evidence obarveni jednotlivych vrcholid nam
pfi prochézeni grafu poslouZi k tomu, abychom nevstupovali opakované do
vrcholi, které jsme jiz navstivili a obarvili dfive. Po tspé$ném ukonceni
vypoctu ndm pak obarveni vrcholi uréuje hledany vysledek, tedy jedno
pripustné rozdéleni vrcholi do dvou skupin.

Prochézeni grafu zahajime tim, Ze jeden libovolny vrchol (napiiklad
vrchol s Cislem 1) zafadime do skupiny 1. Vrcholy, do kterych z néj vede
hrana, nesm{ patfit do stejné skupiny. Zaradime je proto do druhé skupiny
a obarvime je barvou -1. Podobné postupujeme dale. Obecné plati, ze kdyz
byl néjaky vrchol zafazen do jedné ze skupin, musi byt vSechny jeho sou-
sedni vrcholy zarfazeny do opa¢né skupiny. PFitom musime priabézné kon-
trolovat, zda nenastal konflikt. Konflikt nastane tehdy, objevi-li se v grafu
dva sousedni vrcholy obarvené stejnou barvou. V takovém piipadé rozdé-
leni vrchold do skupin neni mozné, zkoumany graf neni bipartitni a vypocet
ihned ukonéime. Jinak pokrac¢ujeme v obarvovéani vrcholi tak dlouho, do-
kud jsme nuceni podle uvedenych pravidel obarvovat dalsi vrcholy (vlastné
jako dusledek pocatetniho obarveni prvniho vrcholu). Timto zpisobem
projdeme celou komponentu souvislosti, do niz nélezi poc¢ate¢ni vrchol.
Pokud je graf souvisly, obarvime takto vSechny jeho vrcholy a po bezkon-
fliktnim skonceni vypoctu vime, Ze graf je bipartitni. V opa¢ném piipadé
se proces zastavi, ale v grafu jesté existuji neobarvené vrcholy. Budeme
tedy pokracovat stejnym zptsobem. Jeden libovolny z nich (napiiklad ten
s nejmensim ¢&islem) muZeme obarvit libovolnou barvou (tfeba 1) a od
néj opét projdeme a obarvime jeho komponentu souvislosti. Cely vypocet
skonéi ve chvili, kdyZ bud jsou v8echny vrcholy grafu obarveny a zkont-
rolovany, Ze jejich obarveni nezptisobuje zadny konflikt (graf je bipartitni,
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vysledné obarven{ vrcholi uréuje jedno mozné rozdéleni vrcholi do sku-
pin), nebo kdyZ pii obarvovani dojde ke konfliktu (graf neni bipartitni,
neexistuje zadné piipustné rozdéleni jeho vrcholt do dvou skupin).

Z uvedeného postupu primo plyne spravnost algoritmu. Postupem obar-
vovani je zajiSténo, Ze se nikdy nemohou dostat do téze skupiny dva vr-
choly grafu, mezi nimiz vede hrana. Pokud tedy nalezneme bez konfliktu
obarveni vSech vrcholi, urcuje toto obarveni spravné rozdéleni vrchola do
skupin a graf je proto bipartitni. Naopak, konflikt nastane jediné ve chvili,
kdy by jiz obarveny vrchol mél byt zafazen do opa¢né skupiny, nez kam
nyni{ patfi, tj. kdyz rozdéleni vrcholti do skupin neexistuje. Kone¢nost vy-
poctu je déna tim, Ze v kazdém kroku je zpracovan jeden vrchol a zadny
vrchol neni zpracovavan opakované vicekrat. Pocet kroka vypoctu je tedy
roven nejvysSe poc¢tu vSech vrchola N. Kazdy krok vypoctu predstavuje
provedeni tolika operaci, kolik hran z tohoto vrcholu vede — prochézi se
seznam vSech jeho sousedii. Béhem celého vypoctu se tedy projdou do-
hromady seznamy naslednikii vSech vrcholi grafu. Soucet jejich délek je
2M, kde M je pocet hran prochézeného dopliikkového grafu (kazda neori-
entované hana je v seznamech naslednikti ulozena dvakrat). Odtud plyne
¢asova slozitost uvedeného algoritmu O(N + M), coz lze také odhadnout
jako O(N?).

Budeme-li chtit odvodit ¢asovou slozitost celého Feseni tlohy, musime
zapocditat jeSté naro¢nost vytvoreni doplitkového grafu ze vstupnich dat po-
pisujicich silni¢ni sit. Zde bude zéaleZet na tom, jakou datovou reprezentaci
grafu zvolime. Testovani bipartitnosti grafu je zaloZeno na prochézeni grafu
do hloubky nebo do sitky, pfi kterém potiebujeme ke kazdému zpracova-
vanému vrcholu co nejrychleji uréit jeho sousedni vrcholy. Pro efektivni
implementaci takového algoritmu si muZzeme uloZit graf bud ve formé se-
znamu naslednikd jednotlivych vrcholt, nebo pomoci matice sousednosti.
Pfipominame, Ze vSechny silnice jsou obousmérné, takze pokud mezi mésty
u, v nevede silnice, v pripadé prvni uvedené volby musime vlozit vrchol
v do seznamu naslednikt vrcholu wu, ale také vlozit vrchol u do seznamu
naslednikt vrcholu v. P#i druhé volbé datové reprezentace bude matice
sousednosti A symetrickd a musime tedy zajistit hodnotu True v jejich
prvcich Afu][v] a také A[v][u]. ReSeni s matici sousednosti je sice pamétové
naro¢néjsi, ale implementacné jednodussi. Piipravime si matici A velikosti
N? se samymi hodnotami True, poté budeme &ist ze vstupu jednotlivé sil-
nice a vzdy pii zpracovani silnice (u,v) vlozime hodnotu False do prvki
Alu][v], Alv][u]. Tim bude doplitkovy graf vytvoren v ¢ase O(N?), takze i
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celé feSeni tilohy bude mit asymptotickou ¢asovou sloZitost O(N?).

Ukazeme si nyni jednu moznou implementaci popsaného algoritmu v pro-
gramovacim jazyce Python. PouZijeme v ni reprezentaci doplitkového grafu
pomoci matice sousednosti, tento graf budeme prochézet do hloubky s po-
uzitim vlastniho zésobniku a cyklu.

# Uloha 1 - rozdéleni mést

import sys
n = int (input ("Poet_mést:_ "))
a = [[True|] * (n+1) for  in range(n+1)] # matice sousednosti
print ("Silnice:")
for line in sys.stdin:
line = line.split ()
1)

u, v = int(line[0]), int(line[1])

alu][v] = False

a[v][u] = False
for i in range(l, n+1):

ali][i] = False # mame uloZen doplikovy graf
barva = [0] * (n+1) # barvy jednotlivych vrchold
obarven = 0 # poCet obarvenych vrchold
konflikt = False # nenastal konflikt
start = 1 # vychozi vrchol pro obarvovani

while not konflikt and obarven < n:
while barva|[start] != 0:
# hledame prvni neobarveny vrchol
start += 1
barva[start]| = 1
obarven 4= 1
seznam = [start |
while not konflikt and seznam != []:
# jedna komponenta souvislosti
u = seznam . pop ()
for v in range(l, n+1):
if aul[v]:

if barva|v] = 0:
# souseda obarvime opacnou barvou
barva[v]| = —barva|u]

obarven += 1
seznam . append (v)

elif barva|[v] = barva|u]:
konflikt = True

if konflikt:
print ("Rozdé&leni_mé&st_do_skupin_neexistuje")
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else:
print ("Jedno_pfipustné_rozdéleni_mést:")
for v in range(l, n+1):

if barva|v]| 1: # prvni skupina mést
print (v, end = "_")
print ()
for v in range(l, n+1):
if barva|v] = —1: # druhd skupina mést
print (v, end = "_")
print ()
¥ %k k ok k Kk % % Kk k k ok
Uloha 2

Na vecirku se se$lo nékolik hostti. Vime, ktefi z nich se vzajemné znaji a
ktefi ne. Vztah ,,znét se“ uvazujeme zasadné jako symetricky, takze o libo-
volné dvojici lidi plati, Ze bud se oba navzajem znaji, nebo ani jeden z dvo-
jice nezna toho druhého. Hostitel chce posadit kazdého hosta bud v hale,
nebo v obyvacim pokoji. Napiste program, ktery urci, kolika zpiisoby muize
hostitel rozmistit své hosty do obou mistnosti tak, aby se v ramci kazdé
mistnosti vSichni navzijem znali.

Vstupem programu je pocet hostii IV a déle seznam téch dvojic host,
ktefi se spolu znaji. Jednotlivé hosty si ozna¢ime celymi ¢isly od 1 do N,
takze na vstupu bude zadan seznam dvojic ¢isel hosti. Vysledkem bude
jedno ¢islo udavajici pocet moznych rozmisténi hosti.

Priklad: Je-li N = 4 a znaji se pouze dvojice hosti (1,2) a (3,4), ma
hostitel dvé moznosti: bud usadi hosty 1 a 2 do haly a hosty 3 a 4 do
obyvaciho pokoje, nebo naopak hosté 1 a 2 budou sedét v obyvacim pokoji
a hosté 3 a 4 v hale. Vysledkem bude tedy ¢islo 2.

Také tato tloha je zjevné grafovéd, pomoci neorientovaného grafu mii-
zeme reprezentovat vztahy mezi pozvanymi hosty na veéirku. Vrcholy grafu
odpovidaji jednotlivym hostim, hrany propojuji dvojice vrcholi odpovi-
dajici hosttim, ktefi se vzajemné znaji. Podobné jako v prvni iiloze popsané
vysSe chceme rozdélit vrcholy grafu do takovych dvou skupin tak, aby obé
skupiny predstavovaly kliku v grafu, neboli aby se vSichni ¢lenové skupiny
vzéjemné znali. Namisto nalezeni jednoho konkrétniho vyhovujiciho roz-
déleni tentokrat ale chceme urcit, kolik takovych rozmisténi hostt existuje.

Jedn4 se v podstaté€ o tplné stejnou tulohu, jakou jsme Tesili v prvnf ¢asti
¢lanku, shodny proto bude také postup fesSeni: opét sestrojime doplikovy

Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022 63



graf a budeme zkoumat, zda je bipartitni — tedy zda lze jeho vrcholy roz-
délit do dvou skupin tak, aby uvnit¥ zaddné skupiny nevedla zadna hrana.
K tomu pouZijeme algoritmus prochézeni grafu popsany v feSeni pred-
chozi tlohy. Vrcholy grafu pfitom budeme obarvovat barvami 1 a —1, coZ
odpovida umisténi hosti do mistnosti oznacenych &isly 1 a —1. Prvniho
hosta muzeme umistit dvéma zptsoby — do jedné nebo do druhé mist-
nosti. Jakmile zvolime jeho umisténi (tfeba do mistnosti 1), je nezbytné
usadit do mistnosti —1 vSechny hosty, s nimiZz se prvni host nezna. Po-
kud by se mezi nimi nali dva, ktefi se neznaji, iloha nem4 zadné feseni
(takovému stavu jsme Fikali konflikt). Jinak je umistime do mistnosti —1
a jsme pak nuceni umistit do mistnosti 1 vSechny takové hosty, s nimiz
se nékdo z mistnosti —1 nezna. Podobné postupujeme tak dlouho, dokud
je néjaké umisténi hostt takto vynuceno. Jestlize jsme prévé popsanym
postupem rozmistili vSech N hostt, jsme hotovi a vysledkem feSeni tlohy
jsou ptivodni dvé moznosti, s nimiz jsme za¢inali u prvniho hosta (vSechna
ostatni obarveni vrcholi byla vynucena podminkami alohy). Jestlize nam
oviem zistaly néjaké neobarvené vrcholy (zatim neumisténi hosté), ma-
zeme libovolny z nich obarvit kteroukoliv barvou a za¢it od néj obarvovat
dalsi vrcholy jako na zac¢atku. Pokud se nam takto K-krat stane, Ze barvu
vrcholu miZzeme zvolit libovolné, méa nas doplitkovy graf presné K kompo-
nent souvislosti a existuje tedy celkem 2% zptisobil, jak lze viechny hosty
rozmistit do dvou mistnosti.

Programova ukazka se prili§ nelisi od feSeni prvni tdlohy. P¥i procha-
zeni a obarvovani doplitkového grafu si pouze navic evidujeme prozatimni
pocet moznosti, jak lze rozmistit hosty do obou mistnosti. Po skonceni
prichodu pak misto vypsani jednoho mozného rozdéleni vrcholu grafu do
dvou skupin program vypiSe vyslednou hodnotu po¢tu moznych rozmis-
téni. Pokud graf neni bipartitni a pii obarvovani vrcholud nastane konflikt,
tloha nema feSeni a program vypiSe 0. Jestlize graf bipartitn{ je, pocet
pripustnych rozdéleni vrcholit do dvou skupin je roven hodnoté 2°(pocet
komponent souvislosti). Komponenty souvislosti pfitom neni tfeba predem
vyhledévat, nebot algoritmus na testovani bipartitnosti si je uréuje sam.

# Uloha 2 - rozd&leni hostt

import sys

n = int (input ("Pocet_hosta:_"))

a = [[True|] * (n+1) for  in range(n+1)] # matice sousednosti
print ("Dvojice_zndmych:")

for line in sys.stdin:
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line = line.split ()
1

u, v = int(line[0]), int(line[1])

alu][v] = False

al[v][u] = False
for i in range(l, n+1):

ali][i] = False # mame uloZen doplikovy graf
barva = [0] * (n+1) # barvy jednotlivych vrchold
obarven = 0 # polet obarvenych vrchold
konflikt = False # nenastal konflikt
start =1 # vychozi vrchol pro obarvovani
moznosti = 1 # polet moZnych rozmisténi hostl

while not konflikt and obarven < n:

while barva[start] != 0:

# hledame prvni neobarveny vrchol
start +=1

barva|start| = 1

obarven += 1
moznosti *= 2
seznam = [start |
while not konflikt and seznam != []:
# jedna komponenta souvislosti

u = seznam.pop ()

for v in range(l, n+1):

if ajul][v]:

if barva|v] = 0:
# souseda obarvime opacnou barvou
barva[v]| = —barva|u]

obarven += 1
seznam . append (v)

elif barva|[v] = barva|u]:
konflikt = True

if konflikt:
print (0) # rozmist&ni hostd neni moZné
else:
print (moznosti) # vysledny polet moZnjch rozmisténi
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