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Uvod

Na demongtrovanie rota¢ného pohybu je vhodné rotaéna aparatura [1],
v ktorej otacavy pohyb vykonéva hlinikova duta ty¢ okolo osi prechéd-
zajucej jej stredom (obr. 1). Stcastou aparatury je kladka, zavazia roz-
nej hmotnosti, lanko, disky réznych hmotnosti, drziak zavazi a svorky na
upevnenie diskov. Lanko sa upeviiuje na os otacania navinutim na hriadel
a vedie sa cez kladku. Na jeho koniec sa zavesi zavazie, ktoré sluzi ako
hybna sila pre roztocenie celej aparatury. Pomocou diskov réznych hmot-
nosti, ktoré mozno upevnit na ty¢ v roznych polohach, sa meni moment
zotrvaénosti tyce a jej rotaény pohyb. Pouzitim zavaZzi réznej hmotnosti je
mozné menit moment sily, ktora roztaca rota¢ni aparattru. To umoziuje
sktmat vztahy medzi uhlovym zrychlenim, momentom zotrva¢nosti a mo-
mentom sil, teda overit pohybova rovnicu M = Ie.

Obr. 1 Otacavy pohyb vykonava hlinikova duté ty¢ okolo osi prechadzajucej je
stredom
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Podstatou merania je odmerat uhlové zrychlenie rotaénej aparatury.
V ¢lanku prezentujem sposob jeho uréenia pomocou videozédznamu ota-
¢avého pohybu rotacnej aparatury, z ktorého sa odmeria zéavislost po¢tu
polotacok od ¢asu zastavovanim videa v prislusnych polohach hlinikovej
tyce (po prejdeni polotacky). (Vplyv odporu prostredia nie je pre experi-
ment vo videomerani vyznamny, preto ho zanedbavame, podrobnejsiu dis-
kusiu k otazke tlmenia pohybu moZno najst v [2].) Videomerania pouZité
v tomto ¢lanku st dostupné na stranke Katedry fyziky FEI TUKE [3].

Princip merania

7 pohybovej rovnice
M
= (1)

vyplyva, ze ak teleso vykonava otaCavy pohyb vplyvom nemenného mo-
mentu sily M, je moZné zmenou momentu zotrvacnosti I menit jeho uhl-
ové zrychlenie €. Na overenie tohto predpokladu pouZijeme dve videé, na
ktorych je rota¢na aparatira uvadzana do pohybu prostrednictvom rovn-
akého zavazia m = 30 g, ktoré je zavesené na lanku navinutom na malom
hriadeli, tym je zabezpeené, Ze moment posobiacich sil je konstatny.

Na zéavazie posobi tiazova sila Fy a tahova sila zavesu Fi, ktorych vys-
lednica udeluje zavaZziu kongtantné zrychlenie a, s ktorym klesa nadol,
pohybova rovnica ma tvar

ma = Fy — F. (2)

Moment sily, ktory roztaca kladku, je rovny sucinu tahovej sily zavesu F
a polomeru hriadela r
M =rH, (3)

v dosledku ktorého vykonava rota¢na aparattira rovnomerne zrychleny ota-
¢avy pohyb, ktorého uhlova draha je dana

1
= wot + 551?2 + ¢©p. (4)
Na videach [3, 4] su disky hmotnosti 200 g umiestnené v roznych vzdialen-
ostiach od osi otacania, rotacna aparatira mé roézne momenty zotrvac¢no-
sti, preto odmerané hodnoty uhlovych zrychleni pre jednotlivé vzdialenosti
budt mat réznu hodnotu.
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Pri merani pomocou videa [3] je dobré si najpr pozriet celé video a vy-
brat polohu, v ktorej video bude zastavované pri dosiahnuti pozadovanej
polotacky. Najlepsie je zastavit video, ked sa ty¢ nachadza vo vodorovnej
polohe na obrazovke a odéitavat polootacky na lavej strane videa. Potom
video pustime este raz spomalene. Zaznamenédme ¢asovy okamih, v ktorom
sa rotafna aparatura dala do pohybu, ten budeme odéitavat od ¢asovych
udajov pre jednotlivé polotacky. Na videu je ¢as merany v sekundach a
zobrazovany vo formate 0:05 s (tento udaj predstavuje 5 s). Video zasta-
vujeme postupne pri jednotlivych polotackach a odéitame prislusny cas.
Odporuc¢am odmerat ¢as pre 20-24 poloh polootacok. Ked'Ze ¢as merania je
zobrazovany v celych sekundach, pri vyssich otackach odmeriame rovnaky
¢as pre dve alebo tri polotacky, ¢o je uréita nepresnost merania. V tomto
pripade vyberieme len kazdé druhé meranie. Ako bude diskutované neskor,
je moZné spresnit meranie ¢asu aZ na milisekundy.

a0 o5
70 = & 1 videomeranie
3 ® 2 videomeranie
£0 3 fitované, 1. videomeranie
1  — fitovang, 2. videomeranie
504
-
T
£40 3
g 7
304
20 3
10

0 5 10 15 20
t(s)

Obr. 2 Odmerané zavislosti
Kazdej polotacke prislicha uhlova draha ¢ = nw, kden =1,2,...V ¢a-
sovom okamihu, ked sa rota¢na aparatira zaéina otacat, t. j. ¢ = 0's je
¢ = Orad. Z odmeranej zavislosti ¢ = f(t) je mozné uréit hodnotu uh-
lového zrychlenia rota¢nej aparatiry. KedZze uhlova draha (4) je kvadra-
tickou funkciou ¢asu, na odmerant zavislost moZeme nafitovat funkciu
y=co+ 1z + oz (5)

Porovnanim koeficientov fitovacej funkcie s rovnicou uhlovej drahy (4) pre
uhlové zrychlenie plati [5]
g = 202. (6)
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Vysledky merania

Videa, ktoré boli pouzité na meranie si umiestnené na stranke [3].
V prvom videomerani (web.tuke.sk/feikf/video/files/UR1 4tsc9t61.mp4)
sa rotafna aparatura zacina otacat v case 14 s. V druhom videomerani
(web.tuke.sk/feikf/video/files/UR2 hqgjtmhl.mp4) sa rotaéné aparatura
zalina otacat v Case 5 s. Tento ¢as odéitame od odmeranych hodnot ¢asu
pre jednotlivé polootacky. Pre prvé meranie je poloha prvej polotacky od-
merané v Case 17 s, redlne je to t = 17 s — 14 s = 3 s (tab. 1). Odmerané

zavislosti ¢ = f(t) spolu s ich fitmi st na obr. 2.

polotacka | 1. videomeranie | 2. videomeranie

n t/s p/rad t/s p/rad
0 0 0 0 0

1 3 3,14 3 3,14
2 4 6,28 4 6,28
3 5 9,42 6 9,42
4 6 12,56 7 12,56
5 7 15,7 8 15,7
6 8 18,84 9 18,84
7 8 21,98 9 21,98
8 9 25,12 10 25,12
9 9 28,26 11 28,26
10 10 31,4 12 314
11 11 34,54 12 34,54
12 11 37,68 13 37,68
13 12 40,82 13 40,82
14 12 43,96 14 43,96
15 13 47,1 14 47,1
16 13 50,24 15 50,24
17 14 53,38 15 53,38
18 14 56,52 16 56,52
19 14 59,66 16 59,66
20 15 62,8 17 62,8
21 15 65,94 17 65,94
22 16 69,08 18 69,08

Tab. 1 Vysledky videomerania
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Fitovanim oboch zavislosti polynémom (5) ur¢ime hodnoty parametrov
c2, pomocou ktorych vypocitame uhlové zrychlenie o pre obe merania
podla vztahu (6); vid (tab. 2).

co/s™t | g/s7h | I/(kgm?) | M/(N-m)
1. videomeranie | 0,217 0,434 0,00428 0,00185
2. videomeranie | 0,193 0,386 0,00563 0,00217

Tab. 2 Zrychlenie, moment zotrvacnosti a moment sily

Pre moment zotrvacnosti ststavy ty¢ a disky plati

I= imTﬂ + 2mqR?, (7)
12

kde I a my st dlzka a hmotnost tyce, mq je hmotnost diskov a R je ich
vzdialenost od osi otacania. Zo vztahu (7) vyplyva, Ze moment zotrvacnosti
rota¢nej aparattury zavisi len od polohy valé¢ekov umiestnenych na tyci.
Porovnanim poloh diskov na obr. 3 a obr. 4 je zrejmé, Ze pri druhom
videomerani st disky umiestnené vo vécsSej vzdialenosti od osi otacania
ako pri prvom merani, a teda I; < Is.

Obr. 4 Druha poloha disku

38 Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022



Potom z pohybovej rovnice (1) vyplyva, Ze €1 > €9, pri prvom videome-
rani sa rota¢na aparattra pohybuje s va¢sim zrychlenim, ¢o bolo meranim
potvrdené (vid tab. 2). Tym sme overili platnost pohybovej rovnice. (Od-
portiGam pozriet aj nase demonstracné video, kde je to pekne vidiet [4]).
Pomocou pohybovej rovnice je mozné dopocitat hodnotu momentu podso-
biacich sil na rota¢nu aparatiru, ktory by mal byt konstantny. Z tab. 2
je zrejmé, ze vypocitané hodnoty momentov posobiacich sil na rotacni
aparatiuru nie st vdaka nepresnostiam pri merani uplne rovnakeé.

Pre naroc¢nejsich

Skuto¢ni hodnotu momentu zotrvacnosti je mozné v oboch videome-
raniach vypocitat, ak pozname skuto¢né hodnoty dizky tyce, jej hmot-
nost a hmotnost diskov umiestnenych na ty¢i. Ich hodnoty st | = 60 cm,
mr = 0,05817 kg, mgq = 200 g. Potom odmeriame na videu pasmovym
meradlom dlzku tyce I’ a vzdialenost diskov od osi ota¢ania R’. Skutocnu
hodnotu vzdialenosti diskov od osi ota¢ania nanormujeme podla vztahu

l /
Moje vypocitané hodnoty sa R; = 7,97 cm, Ry = 9,86 cm. Na vypocet
momentu zotrva¢nosti rotaénej aparatiry pouZzijeme vztah (7), vypocitané
hodnoty st uvedené v tab. 2.

Spresnenie merania ¢asu

Navrhnutym spésobom overovali platnost pohybovej rovnice otacavého
pohybu dvaja Studenti druhéci na bakalarskom stupni $tudia FEI TUKE
v ramci predmetu Fyzikdlne meranie. Ako som vyssie v ¢lanku spomenula,
je meranie ¢asu poldh polota¢ok ovplyvnené chybou, ktora je spésobena
malou presnostou ¢asu na videu. Je mozné tuto presnost zlepsit stiahnutim
doplnkového modulu pre program VLC v prostredi Windows 10 (link [6])
a naingtalovat si ho podla pokynov [7]. Potom sa ¢as na videu zobrazuje
v milisekundéch. Spomenuté vylepSenie navrhli moji $tudenti, ktori toto
meranie robili sami z domu. Odmerané zavislosti ¢ = f(¢) st v tab. 3
a na obr. 5. Tymto spdsobom odmerali porovnatelné hodnoty uhlovych
zrychleni e; = 0,467 s72, €3 = 0,35 s~2 vzhladom na hodnoty v tab. 2.
Hodnoty momentov sil vypod&itané Studentmi si vzhladom na hodnoty
v tab. 2 ovela presnejsie, su takmer rovnaké (M; = 0,00199 N - m, M, =
= 0,00197 N - m).
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polotacka | 1. videomeranie | 2. videomeranie

n t/s p/rad t/s p/rad
0 0 0 0 0

1 3015 | 3,14 | 3,201 | 3,14

2 4,403 6,28 4,702 6,28

3 5503 | 942 | 6,202 | 942

4 6,365 | 12,56 | 7,202 | 12,56
5 7,069 | 157 | 7,701 | 15,7

6 7819 | 18,84 | 8,951 | 18,84
7 8,369 | 21,98 | 9,701 | 21,98
8 9,119 | 25,12 | 10,451 | 25,12
9 9,619 | 2826 | 11,201 | 28,26
10 10,369 | 31,4 | 11,701 | 314

11 10,869 34,54 12,451 34,54
12 11,369 37,68 12,951 37,68
13 11,869 | 40,82 13,701 40,82
14 12,369 | 43,96 14,151 43,96
15 12,869 47,1 14,901 47,1

16 13,369 50,24 15,401 50,24
17 13,619 | 53,38 | 1595 | 53,38
18 14,12 | 56,52 | 16,201 | 56,52
19 14,619 | 59,66 | 16,952 | 59,66
20 15,119 | 62,8 | 17,451 | 628

21 15,619 65,94 17,709 65,94
22 15,869 69,08 18,202 69,08

Tab. 3 Vysledky spresneného videomerania

Dalsie moznosti merania s rotaénou aparatirou

Pomocou rota¢nej aparattiry je mozné overit vztah (7), podla ktorého
moment zotrvacnosti aparatiry I zavisi od druhej mocniny vzdialenosti
diskov od osi otacania R, pricom sa nemeni moment zotrva¢nosti tyce

1
IT = TQ TTLTZ2.

Pri overovani tohto vztahu, sta¢i menit vzdialenost diskov od osi otacania
R, ktort menime s krokom po troch centimetroch po stred diskov. Pre
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kazdu vzdialenost odmeriame uhlové zrychlenie € a pomocou vztahu I =
= M /e uréime moment zotrvacnosti pre dané R. Zavislost I = f(R?) je
priblizne linedrna, ¢im je potvrdena platnost tohto vztahu (obr. 6).

o
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Obr. 5 Odmerané zavislosti ¢ = f(t)
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Obr. 6 Fitovanie momenta zotrvacnosti
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Ak odmeriame drahu s, ktora prejde zavazie hmotnosti m smerom na-
dol pocas rovnomerne zrychleného otacavého pohybu rota¢nej aparatiry
a dobu t, je mozné ur¢it hodnotu uhlového zrychlenia ¢ aj pomocou od-
meranej drahy a porovnat ju s nameranou hodnotou urcenou pomocou
videozdznamov. Smerom nadol zévazie vykonava rovnomerne zrychleny
priamociary pohyb, ktorého draha je dana s = at?/2. Pre uhlové zrychle-
nie plati
a
e = —

(8)

kde r je polomer hriadel'a a zrychlenie

2s
a= 2 (9)
Drahu s nevieme ur¢it z videozédznamov, nie je celd zaznamenané, preto
urobime redlne meranie, pri ktorom pre zvolené hodnoty vzdialenosti R
odmeriame prislusné drahy a doby (tab. 4).

R/cm | s/m t/s | a/(ms7?) | g/s72
1. meranie 7,97 0,62 17,94 0,00385 0,428
2. meranie | 9,86 | 0,625 | 18,68 0,00358 0,398

Tab. 4 Uré&enie tlového zrychlenia z dréhy s

Porovnanim ziskanych hodnét uhlového zrychlenia, pomocou odmerane;j
drahy a doby zavazia klesajuceho nadol (tab. 4), s hodnotami uréenymi
pomocou videozéznamov (tab. 2) vychadzaja podobné hodnoty. Je mozné
pomocou odmeranych hodnét v tab. 4 uréit aj moment zotrvacnosti a
porovnat ho s hodnotami uréenymi pomocou rovnice (7). Z rovnice (1) pre
moment zotrvaénosti I = M/e, kde na uréenie momentu sily pouZijeme
rovnice (2) a (3)

M = m(g - a)r,
v ktorej F} = mg — ma. Uhlové zrychlenie vyjadrime pomocou rovnic (8)

a (9)
25

= e

Potom pre moment zotrvacnosti ziskime

€

m (g — a) rt?

I:
2s

(10)
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Pouzitim odmeranych hodndt v tab. 4, hmotnosti zévazia m = 0,03 kg a
polomeru hriadela » = 0,009 m uréime hodnotu momentu zotrvacnosti pre
obe vzdialenosti R (tab. 5).

R/cm | ILiovr/(kg - m2) Liovio/ (kg - m2)
1. meranie 7,97 0,00428 0,00618
2. meranie 9,86 0,00563 0,00665

Tab. 5 Urcenie momentov zotrvacnosti

Hodnoty momentu zotrva¢nosti uréené pomocou rovnice (10) sa vyssie
ako hodnoty ur¢ené pomocou rovnice (6). Je to z toho dovodu, Ze sa vzdy
pri pohybe rota¢nej aparatury pritomné odporové sily, ktorych velkost
nepozname. Odporové sily ovplyviiuju velkost uhlovej rychlosti otacania
rotacnej aparattry [8]. Tieto sily nie st konStantné, preto pohybova rovnica
M = Ie neposkytuje tplne hodnoverny idaj o momente. Napriek tomu,
pohyb rota¢nej aparatary pri men$ich rychlostiach, moze byt modelovany
ako priblizne rovnomerne zrychleny.

Pozndmka: Pri uréovani uhlového zrychlenia rota¢nej aparatiry mozeme
pouzit okrem videozaznamov aj dalSie dva postupy merania. PouZijeme
sposob navrhnuty vyrobcom [1], kde sa urcuje stredné hodnota uhlového
zrychlenia, tak, Zze sa odmeria doba, za ktoru prejde zavazie celi drahu
zostupu t1, v zapéati sa odmeria doba t5, za ktort ty¢ vykoné posledné dve
otacky. Pomocou doby t2 sa uréi uhlova rychlost na konci zostupu

A

W=
ta

a nasledne priemerné uhlové zrychlenie
w—-—0 w

£ = = —,
t1—0 t1

Tento postup je mozné pouzit aj pri vysSie navrhnutom overovani pohybo-
vej rovnice pomocou videomerani, z ktorych vieme jednotlivé ¢asy urcit.

Alebo je moZné pouzit systém Coach, kde sa k rotacnej aparatire pripoji
meraci panel, senzor polohy a pocitaé (obr. 7).

Senzor polohy zaznamenéva zavislost po¢tu polotacok od ¢asu pri ota-
¢avom pohybe. Pri spracovani nameranych dat postupujeme rovnako, ako
to bolo navrhnuté pri merani pomocou videozaznamov, kde pomocou fi-
tovania uréime hodnotu uhlového zrychlenia.
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Obr. 7 Propojenie zo systémom Coach

Zaver

Videomeranie uplne nenahradi redlne meranie v danom ¢ase, Studen-
tom pri fiom chyba kontakt s pristrojmi. Napriek tomu navrhnuty sposob
merania pomocou videomerania pokladdm za moznu alternativu reélneho
merania. Z reakcii mojich studentov vyplyva, Ze toto meranie bolo pre nich
zaujimavé, dokazom bola ich snaha zlepSit presnost merania ¢asu a aj sa
vyjadrili, Ze sa im toto meranie pacilo. Museli pri fiom pouZit aj nejaké
meradla a zistit spravny sposob merania ¢asu pre dané polohy polota-
¢ok. Boli dontteni k véc¢Sej samostatnosti, ale aj k vzajomnej spolupraci,
pretoZze do ich merania som nevstupovala, poskytla som im iba navod a
instrukcie k meraniu. NavySe porovnanim odmeranych hodndt uhlovych
zrychleni uréenych s mensSou presnostou merania ¢asu s hodnotami od-
meranymi s lepSou presnostou, sa javi navhrnuty sposob merania pomerne
presny a dostatocny.

Okrem toho vyhodou videomerania je moznost ho pouZit pri prezenc-
nej vyucbe, v pripade, ze neméame k dispozicii podobnui aparatiiru na ota-
¢avy pohyb. MoéZeme ho pouZit aj v pripade, ak chceme odmerat len uhl-
ové zrychlenie, resp. dalie kinematické veli¢iny ota¢avého pohybu (uhlova
rychlost, pociatoéné uhlova draha, ktoré dostaneme fitovanim rovnice pre
uhlova drédhu a porovnanim koeficientov), kde pouZijeme jedno videome-
ranie a stcasne s nim demonstrovat rovnomerne zrychleny ota¢avy pohyb.

Pri realnom merani rota¢na aparattra pokytuje aj dalsSie moZnosti me-
rania, napr. overit Steinerovu vetu, skumat vplyv trecich a viskéznych
sil na otac¢avy pohyb, urcit uhlové zrychlenie viacerymi spdsobmi, ale aj
skiumat dalsie kinematické a dynamické veli¢iny pri tomto pohybe.
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