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Zaci eskych skol se s pojmem mnohoclen') setkavaji jiz v osmém roé-
niku ZS. Na zakladé znalosti mnohoéleni si Zéci osvojuji dalsi dulezité
matematické pojmy, jako je proménna, funkce, jeji vlastnosti a graf. Mno-
hoélen je na stfednich Skolach chapan jako funkce, ktera k vyjadreni své
funkéni hodnoty potiebuje pouze operace s¢itani, od¢itani a nasobeni.
V dalsim textu budeme mnohoélenem (v zakladnim tvaru) rozumét funkci
P(z) realné proménné x ve tvaru

P(z) = apa™ + ap_12" ' 4 ...+ a1z + ao,

kde n je celé nezaporné &islo (stupenn mnohoc¢lenu) a ag, ay, ..., a, jsou
dana realna &isla (koeficienty mnohoclenu). Nulovy mnohoélen P(z) = 0
budeme povazovat za specialni pfipad mnohoclenu, u nenulovych mnoho-
¢lent je a, # 0.

Pokud maji dva mnohoc¢leny stejné koeficienty, nabyvaji pro vSechna
realna ¢isla x stejnych hodnot. Otazkou je, zda plati také obracené tvr-
zeni: Nabyvaji-li dva mnohoc¢leny stejnych hodnot, musi mit také stejné
koeficienty? Tento problém fesi dvé nasledujici véty, které uvadime bez
dikazu.

Véta 1 (o rovnosti mnohoclent stupné n) Jestlize dva mnoho¢leny stupné
nejvyse n nabyvaji stejnych hodnot alespon pro n + 1 riznych reilnych
Cisel, potom maji stejné koeficienty (a tedy i stejny stupe).

Véta 2 (o rovnosti mnohoélenit) Jestlize dva mnoho¢leny nabyvaji stej-
nych hodnot pro nekoneéné mnoho realnych ¢isel x, potom maji stejné
koeficienty (a tedy nabyvaji stejnych hodnot pro vSechna realna &isla).

1>éesky pojem mmnohodélen vznikl prekladem slova polynom vzniklého spojenim fecké
pfedpony poly (mnoho) a latinského nomen (jméno), které je uzivano v mnoha svéto-
vych jazycich i v ¢eské odborné literatufre.
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V dalsi ¢asti predkladame ¢tenaiam nékolik tiloh o mnohoclenech, které
svym obsahem navazuji na stfedoskolské uc¢ivo, ovsem pii jejich FeSeni jsou
zdiraznény jiné aspekty nez v béznych skolskych tlohach. Zaci tak hloubéji
chapou uzivané pojmy a nachézeji mezi nimi pro né nec¢ekané souvislosti.

Nasobeni mnohodélena

Jednou z prvnich ¢innosti, s niz se zaci ve Skole setkavaji, je nasobeni
mnohoc¢lent. Velmi uZiteénym vztahem je néasledujici identita

a" —b" = (a—b)(a" P+ a" b4 .. DY),

ktera plati pro libovolna realna ¢isla a, b a libovolné pfirozené ¢&islo n,
piipadné jeji varianta, kdy uvazujeme n liché a misto ¢isla b polozime —b.

Priklad 1
Dokazte, ze mnohoclen

P(CU)Z(1+x+x2+...+x100)(1_x+x2_”_+$100)

mé koeficienty u lichych mocnin x rovny 0.

Reseni. Pro v8echna realna ¢&isla ¢isla x rtizna od +1 plati

Pla) = 1 _ gl01 . 1 4 gl01 1 — 2202 11— (932)101 B

1—2z 1+  1—22  1—2z2

=1+22+at+a25+.. . 422,
Protoze rovnost
A+z+2?+.. 4290 —z+2?—. . 429 = 1422 42 4204 422

plati pro nekoneéné mnoho redlnych ¢isel x, mnohocleny na levé a pravé
strané maji podle véty o rovnosti mnohoclenii stejné koeficienty, tedy uve-
dené rovnost plati pro viechna redlna ¢isla x.

Zde vidime jeden z piikladd uziti véty o rovnosti mnohocleni, uka-
zeme, ze se dva mnohoc¢leny rovnaji pro nekoneéné mnoho hodnot realné
proménné z a pak se podle véty o rovnosti mnohoclent rovnaji. Tato iivaha
je pfi praci mnohocleny casta a v dalsich prikladech ji budeme provadét
implicitné, k rovnosti dvou mnoho¢lentt ndm bude stacit ukazat jejich rov-
nost v nekone¢né mnoha hodnotach realné proménné x.
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Priklad 2

Necht k je pfirozené ¢islo. Urcete zékladni tvar mnoho¢lenu P(z), pro
ktery plati

Zk—l

P(x)=(1+z)1+2*)(1+a")(1+2%)...1+2> ).

Reseni. Pro x # 1 plati

W(l ) | s 1 R DU

ZEL:%¥%i§30+xﬂﬂ+w%~Wl+x

2k—1

P(z) = ) =

2k—1

y=...=

1— 22"
i =l4+z+2®+.. . +zx

2k 1

ODbtiznéjsi variantou obou pfedeslych tloh je nasledujici priklad, kdy
zkoumame soudin ¢ty trojclenti. Pouzitda metoda feSeni umoziuje tuto
tlohu zobecnit na soudin libovolného poctu trojélent. Ctenafi, kteff znajf
komplexni ¢isla, se mohou pokusit najit jednodussi feseni jejich uzitim.

Priklad 3
Uréete zakladni tvar mnohoclenu P(z), pro ktery plati

P(x) = (2" =z + 1)(a* =2 +1)(a® — 2" + 1) (@' - 2% +1).

Reseni. Pro x # —1 plati

»+1 2541 21241 2241
r+1 2241 2441 841"

P(x) =

Stejné jako v predchazejicim piikladé ukazeme

48

-1

(@ + D + D + D +1) = 5,

20 —1

(@+ D@+ D"+ 1)E" +1) = —,

je tedy

-1 -1 -1 -1 r—1
j2) — . _ . — 32 16 1) - .
(z) 3 —1 216-1 2161 23-1 (@ 42+ 1) 3 —1
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Z rovnosti

22420 41 = (%2 - 2®) + @ —22) + ...+
+ @ -2 +2*) + (@0 —2")+ @ -2+ ..+ (@t —2)+ ) +1
koneéné plyne

P)=(@*+2+.. . +29)+ @ +2"+.. . 4+2)2-1)+1=
— 80 229 4 027 26 4 18 A7 4 15

*ZL’13+(E12*(tlo+1’97...*x4+l‘3*

Priklad 4

Necht P(z) a Q(x) jsou libovolné dva mnohoc¢leny stupné n. Potom
mnohoclen P?(z) — Q?(z) je bud nulovy mnoho¢len, nebo mnohoélen
stupné alespon n.

Resens. Plati

P(z) = Q*(z) = (P(z) - Q(2)) (P(x) + Q(x)).

Pokud je jeden z mnohoélent P(z) — Q(x), P(x)+ Q(z) nulovy, je mnoho-
¢len P?%(z) — Q?%(z) nulovy, jinak tyto mnoho¢leny maji stupeii alespoii 0
a jeden z nich ma stupei n, tedy stupeii mnoho¢lenu P?(z) — Q%(x) je
alespoii n + 0 = n.

Priklad 5
Urcete v8echny mnohocleny P(z) takové, Ze pro vSechna realna ¢isla x

plati
P(z?) = P?(x).

Resent. Nulovy mnoho¢len ma pozadovanou vlastnost. Uvazujme déle ne-
nulové mnohocleny P(x), které maji stupeit n > 0, a lze je tudiz zapsat ve
tvaru

P(z) = apa" + apn_12" 1 + ...+ ayz + ao,

kde a; (i =0,1,...,n) jsou realné koeficienty a a,, # 0. Potom
P(xQ) = a2+ ap_ 122+ L+ a2 + ag,

P2(z) = a22®" + 2ana,—12°" " + (a2, + 2a00n_2)2"" "% + ...+ ap.
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Pritom neuvedené ¢leny v téchto mnohoc¢lenech obsahuji v mocniné nej-
vysSe 2n — 3. Dva mnohocleny jsou si rovny, pokud maji stejné koeficienty.
Pro koeficient u %" tak plati a,, = a2, vzhledem k podmince a, # 0
tak plati a, = 1. Pro koeficienty u 22"~! plati 0 = 2a,a,_1, tedy nutné
an—1 = 0. Pro koeficienty u 22" ~! plati a,,_1 = a2 _; +2a,,a,,_2, vzhledem
ka,=1aa,—1 =0 odtud dostaneme a,,_o = 0. PoloZme si nyni otazku:
Musi byt i nasledujici koeficient a,,_3 roven 0?7 To bychom mohli zjistit
bud porovnanim koeficient@ u 22”3 nebo nasledujicim postupem.

Predpokladejme, ze mnohoélen P(z) ma kromé a,, = 1 i jiny nenulovy
koeficient. Potom lze P(z) zapsat ve tvaru

P(z)=2"+ apz® + ap_ 12"V + ..+ a1z + ag,

kde k < n je pFirozené ¢islo a ay # 0. Potom
P(x?) = 2®" + apa® + ... + ao, (1)
P2(z) = 2" + 242" F + .. 4 al. (2)
Pfitom ¢leny v mnohoé¢lenu (1) obsahuji v mocniné nejvyse 2k — 1 (s vy-
jimkou ") a v mnohoélenu (2) nejvyse v mocniné n + k — 1. Vidime, Ze
koeficienty u 22" jsou stejné, nejvyssi nenulovy koeficient je pak u &lenu
2" tF protoze 2k < n+k, porovnanim koeficientt u néj dostaneme 2a;, = 0.
To je ovSem ve sporu s podminkou ay # 0, tedy mnoho¢len P(x) neobsa-
huje jiny nenulovy koeficient kromé koeficientu a,, = 1. Jak snadno ovéfime

zkougkou, danému vztahu vyhovuje bud nulovy mnohoélen, nebo mnoho-
¢len P(x) = 2™, kde n je libovolné nezaporné &islo.

Priklad 6
Najdéte vSechny mnohoc¢leny P(x), které pro vSechna redlna ¢isla x, y
splhuji
P2(z) = P*(y) = P(z +y)P(x —y).

Regent. Nulovy mnoho¢len zfejmé dané rovnici vyhovuje. Déle tedy hle-
dame nenulové mnohocleny, které rovnici vyhovuji. Necht

P(z) = apz" + ap_12" ' + ...+ ayz + ao,

je (pro a, # 0) takovy mnoho¢len. Déle uvazujme libovolné realné ¢&islo ¢,
polozme x = 2t, y = t, plati tak

P2(2t) — P%(t) = P(3t)P(t).

Matematika — fyzika — informatika 31 (1) 2022 25



Vsechny mnohocleny P(t), P(2t) i P(3t) maji stupeii n, jedna se tak o rov-
nost mezi dvéma mnohoc¢leny stupné 2n, porovnanim jejich koeficientt
22" dostaneme
22"a2 — a2 = 3"ay, - an.
Po vydéleni nenulovym &islem a2 zjistime, Ze
2% —1=3"
Upravou této rovnice dostavame

1=2%"—3"=4"-3"=(4-3) 4" 1 +4"2.3+...+3"7 1),

odkud snadno vidime, Ze tato rovnice méa jediné feSeni n = 1. Nenulovy
mnohoclen vyhovujici danému vztahu tak nutné musi mit stupenn 1 a plati
P(z) = a1z + ag. Dosazenim do daného vztahu dostavame

P*(z) = P*(y) = ai(«® = y*) + 2a1a0(z — y),
Pz +y)P(z —y) = ai(z® — y?) + 2a1002 + af.

Proto ag = 0 a ay je libovolné realné ¢islo. Timto dosazenim jsme sou-
¢asné provedli zkousku, proto vSechny nenulové mnohocleny, které danému
vztahu vyhovuji, maji tvar P(z) = ayx, kde a1 je libovolné nenulové realné
¢islo a v8echny vyhovuji mnohocleny dostaneme tak, ze pripustime také
a; = 0.

Déleni mnohoclenii, korenovi Cinitelé

Dalsi operaci s mnohocleny, s niz se zaci setkavaji, je déleni{ mnoho¢lenu
mnohoclenem. Je znamo, ze podil i zbytek pfi déleni mnohoclent jsou
jednoznad¢né urceny a stupen zbytku je mensi nez stupeii délitele. S délenim
mnohoclent je tzce spjat i pojem koFenového ¢initele. Mnohoclen P(x) je
délitelny kofenovym ¢&initelem x — a beze zbytku, tj. algebraickd rovnice
P(z) = 0 ma realny kofen z = a.

Priklad 7

Jaké podminky musi spliiovat realné koeficienty a; a b; (i = 1,2, 3), aby
mnohoélen (a1z + b1)? + (agz + b2)? + (azz + b3)? byl druhou mocninou
linedrniho mnohoc¢lenu?

Resent. Dany mnoho¢len bude druhou mocninou linedrniho mnohocélenu,
pravé kdyz lze zapsat ve tvaru Q(z) = (ax + b)?, kde a # 0 a b jsou
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realné koeficienty. Z rovnosti mnohoclent plyne, Ze se musi rovnat ve v8ech
hodnotéch, tedy i v &isle x = —k = —b/a. Potom Q(—k) = 0, musi tak
platit
(7(11]{7 + 61)2 + (7(12]9 —+ b2)2 —+ (7@3]{3 —+ b3)2 = 0,

tedy by = ka1, b = kas a bs = kas. Pokud je vysledny polynom dru-
hou mocninou linedrnitho mnoho¢lenu, ma stupen alespon 2, tedy alespon
jeden z koeficienti a; je nenulovy. UkaZzeme, Ze je to zaroven postacujici
podminka, provedeme tedy zkousku. Predpoklddejme, Ze existuje realné
¢islo k tak, Ze pro realné cisla a; a b; plati b; = ka;, pfiCemz alespon jedno
z Cisel a; je nenulové, potom

(alsc + b1)2 + (agx + b2)2 + (CL3£C + 63)2 =
= (a17 + kay)? + (agw + kaz)? + (azx + kaz)? = (a? + a3 + a3)(z + k)?,

coz je druhou mocninou linedrnitho mnohoclenu

\/ a3 + a3+ a3z +ky/ai + a3 + a3.

Priklad 8

Najdéte zbytek po déleni mnohoélenu 2243 + 231 4+ 227 + 2° + 23 + 2
mnohoclenem

a)x—1, b) 2% — 1.

Resent. a) Mnohoclen x — 1 je linearni, zbytek po déleni tak bude kon-
stantni mnoho¢len, feknéme a. Dale existuje takovy mnohoclen Q(x), Ze

P4 12?12 e =(2-1)-Q2) +a.

Uvedena rovnost plati pro vSechna realna ¢&isla x, plati tak i pro z = 1,
proto 6 = a, tedy hledany zbytek je 6.
b) Podobné jako v predchozim piipadé, zbytek je linearni mnohoclen

ax +b. Dosazenim x = 1 a x = —1 do vztahu pro déleni dostaneme
a+b=06,
—a+b=—6.

Je tedy b =0 a a = 6. Zbytek po déleni daného mnoho¢lenu kvadratickym
dvojélenem 22 — 1 je tedy 6z.
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Priklad 9
Pro ktera prirozena ¢isla n je mnohoclen

Pz)=a"+@-1)"+2z-1)"—-(3"+2"+1)

délitelny mnohoélenem G(z) = 2% — x — 27
Regend. Plati G(z) = (z 4+ 1)(z — 2). Dany mnohoclen P(z) je délitelny
mnohoclenem G(z), pravé kdyZ ma kofeny z = —1 a = 2, tedy pravé
kdyz plati
P(-1)=(-1)"+(=2)"+(=3)" = (3"+2"+1) =0, (3)
P(2)=2"+1"+3" — (3" + 2" + 1) = 0. (4)

Vidime, Ze rovnice (4) plati pro vSechna cela nezaporna ¢isla n, kdezto
rovnice (3) plati jen pro n suda. Pro licha n totiz dostavame ze vztahu (3)

_2_2.2'”_2.3’”:0,
kde leva ¢ast této rovnice je evidentné zaporna. To znamend, Ze (3) neplati
pro zadné liché ¢&islo n.
Uvedeny mnohoélen je délitelny mnohoclenem G(z) pro vSechna suda

cela nezaporna ¢isla n (tento p¥ipad zahrnuje i n = 0, kdy se jedna o nulovy
mnoho¢len).

Priklad 10
Urcete, pro ktera realna a, b a pro které pfirozené ¢islo n je ¢islo 1 aspon
dvojnasobnym kofenem rovnice z" — az™ ! +bx — 1 = 0.

Resent. Cislo 1 je kofenem dané rovnice, proto 1" —a - 1! +b—1 = 0.
Odtud nutné a = b. Leva strana dané rovnice mé tedy tvar

" —ar" ' tar—1=2"-1—ax(z""*-1)=
(z—1)(a" ' +2" 2+ +1l—az(@"? +2" .+ 1)).

Protoze ¢islo 1 je asponn dvojnasobnym kofenem dané rovnice, musi byt
rovnéZ kofenem rovnice

" "l —ax(a" 42" 4+ 1) =0,

tin—a(n—2)=0,atedyn#2ab=a=n/(n-2).
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Pokud ¢tenar zna pojem derivace mnohoc¢lenu a vi, ze k-nasobny kofen
mnohoclenu je (k—1)-nasobnym kofenem jeho derivace, miZe predchézejici
postup zjednodusit.

Priklad 11
Pro ktera prirozena ¢isla n je mnohoclen

Plx)=1+z>+z*+ .. 22"
délitelny mnohoclenem
Qz)=14+z+2>+.. . +a2™

Regend. Vsimnéme si, Ze pro licha ¢isla n ma mnohoclen Q(z) kofen —1,
pfitom toto ¢islo ovSem neni kofenem mnohoc¢lenu P(z), tedy v tomto
piipadé jisté Q(z) neddli P(x). Naopak, pro suda &sla n (nyni véetnd
nuly) plati pro « ¢ {—1,1}

I2n+2 -1 (Z.nJrl o 1)(In+1 + 1) I,n+1 + 1

Pla) = 2 -1 (x—=1)(xz+1) = Q@) z+1

Navic &islo —1 je kofenem mnohoélenu x"*t! + 1, tedy kofenovy &initel
2+ 1 déli tento mnohoclen, a proto mnohoclen Q(z) déli mnohoc¢len P(z).

Rovnost mnohocélenti podruhé

Vyuzitim predchézejicich poznatki mizeme nyni snaze fesSit nékteré
stfedoskolské tlohy, viz nésledujici priklady.

Priklad 12

Dokazte, ze pro navzajem rizné realna &isla a, b, ¢ plati

=1

(a+b)(ate)  (b+b+a)  (c+a)c+d)
(@Ba—o  G-ob-a)  (c—alc—b)

Resend. Uvazujme kvadratickou rovnici

(r—c

~
—

x—>b) (z—a)(x—c) (z—=b)(z—a)
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o neznamé z. Tato rovnice ma evidentné t¥i rtizné kofeny a, b, ¢ (jak
snadno ovéfime piimym dosazenim). Na pravé i levé strané této rovnice
jsou mnohocleny stupné nejvyse 2, které se shoduji aspon ve t¥ech rtiznych
realnych hodnotach. Oba mnohocleny jsou tedy shodné a nabyvaji tak
stejnych hodnot pro v8echna realna ¢isla x, tj. plati

(z—c)xz—=b) (r—a)(z—c) (x—0)(xz—a) B
(a —b)(a—c) + (b—c)(b—a) + (c—a)(c—1b) =L

Volbou = = a + b 4 ¢ dostaneme poZzadovanou rovnost.

Priklad 13

Pro realna &isla a, b, ¢ plati ¢3 = a® + b3 + 3abc. Dokaizte, Ze pokud
a#b,jec=a+b.
Resent. Opét se jedna o piiklad FeSitelny pomoci algebraickych tuprav.
I zde uvedeme feSeni uzitim mnohoclent. Snadno ovéfime, Ze mnohoclen

P(z) = 2 — 3abx — a® — b°

mé realny kofen x = a+b. Po déleni polynomu P(z) kofenovym ¢initelem
z — (a+b) dostaneme

P(z) = (z — (a+b))(z® + (a + b)x + (a® — ab + b%)).
Kvadratickd rovnice 22 + (a + b)x + (a® — ab + b?) = 0 m4 diskriminant
D = (a +b)? — 4(a® — ab + b*) = —3a® + 6ab — 3b* = —3(a — b)?,

ktery je pro a # b zaporny, a nemé tedy realné kofeny. Cislo a + b je
tak jedinym realnym kofenem mnohoc¢lenu P(z). Podle zadani mé vsak
mnohoclen P(z) téZ kofen ¢. Nutné proto plati ¢ = a + b, coZ jsme chtéli
dokazat.

Zavér

Uvedli jsme nékolik tloh, které nejsou vyslovené Skolské, tésné vsak
navazuji na u¢ivo o mnohoélenech a mohou tak zakim ukazat moZnosti
jejich dalsiho vyuziti.

Navic nékteré ulohy mohou slouzit jako propedeutika k dalsim oblastem
matematiky, které jiz nejsou obsahem stredoskolského kurikula, napfiklad
ke komplexnim ¢islam (piiklady 3, 5, 6, 8), funkcionalnim rovnicim (pii-
klady 5 a 6) ¢ derivacim mnohoé¢leni (ptiklad 10).
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