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Pravidelnému pétiahelniku — na rozdil od jinych pravidelnych n-thel-
nika (n = 3,4,6,8) — neni vénovano ve skolské matematice tolik pozor-
nosti. Vyjimkou je snad jen popis konstrukce pravidelného pétithelniku
vepsaného do dané kruznice, nebo o dané délce strany. Zijemce o tuto
problematiku lze pfitom odkazat napf. na [1, 2] nebo [3].

V tomto pfispévku nabizime ¢tenditiim moznost sezndmit se s nékterymi
pozoruhodnymi vlastnostmi pravidelného pétitthelniku na bézi feSeni pé-
tice zajimavych uloh. Obsah tohoto prispévku lze mj. vyuzit ve specialnich
seminarich z matematiky na gymnaziich nebo pfi praci s matematicky na-
danymi zaky.

Priklad 1

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Oznacme P, @ po fadé priise-
¢iky thlopticek AD, BD s uhlopfickou C'E. Uréete, v jakém poméru déli
body P, @ tuhlopficku CE.

Resent. 7 ditvodu symetrie daného pétithelniku podle osy strany AB déli

body P a @ uhlopficku CE v postupném poméru z : y : x, kde x = |[EP| =

= |CQ| ay = |PQ)| (obr. 1). Stadi tedy uréit hodnotu poméru z : y.
Snadno se vidi, ze

X DEQ| = |< ADB| = | PDQ| = 36°

a podobné
K EDQ| = | EQD| = 72°.

Trojuhelnik EQD je tedy rovnoramenny se zakladnou @D, a proto plati
T+ y = a, kde a zna¢i délku strany daného pétithelniku. Navic, piimka
DP je osou vnitiniho thlu pfi vrcholu D v rovnoramenném trojthelniku
EQD (36° — 72° — 72°). Trojtahelniky FQD a DP(Q jsou rovnoramenné
(podobné) se zakladnami po fadé QD a PQ. Protoze i trojahelnik EPD
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je rovnoramenny se zakladnou DFE, plati

+=|EP| = |PD| = |DQ|.

A B
Obr. 1

Podle véty o ose (vnitiniho) thlu pfi vrcholu D v trojahelniku FQD
plati

T_C_THY 4 Y
Yy T T

Uzitim substituce u = z/y > 0, tj. y/x = 1/u, dostaneme z piedeslého
vztahu po tpravé kvadratickou rovnici o neznamé u

u? —u—1=0,

kterd ma pravé jeden kladny realny kofen u = z/y = (1 + Vv5). Y
ZAVER. Pro hledany postupny pomér tak plati

zry:x=31+V5):1: 11+ V5).

DBod P tedy déli tsecku EQ v poméru tzv. zlatého Yezu.
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Piiklad 2 (84. Moskevska matematicka olympiada, 2021)
Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Ozna¢me M stied strany AB
a K prisecik osy tsec¢ky DM s uhloprickou AC. Dokazte, ze AK | DK.

Resent. Uvazujme bod A’ soumérné sdruzeny s vrcholem A vzhledem ke
stfedu K. ProtoZe bod K leZi na ose tsecky DM, leZi bod A’ na rovnobéZce
s pfimkou AB, ktera prochazi vrcholem D (obr. 2). St¥idavé uhly A’AB a
DA’ A jsou shodné s tthlem DAC, tedy s tthlem DAA’. Trojthelnik AA’D
je tudiz rovnoramenny, pficemZ bod K je stiedem jeho zdkladny AA’.
Odtud jiz pfimo plyne AK 1 DK, coz jsme chtéli dokéazat.

D A

A M B
Obr. 2

Jiné Feseni. Uvazujme konvexni ¢tyfiuhelnik AM K D. Protoze
|XDAK| = |xDAC| = |CAB| = | K AM|,

je tento ¢tyfuhelnik tétivovy. Osa vnitiniho thlu pfi vrcholu A (v riz-
nostranném trojuhelniku M DA) se totiz protina s osou jeho strany M D
v bodé (K), ktery lezi na kruZnici opsané tomuto trojuhelniku. Pak ale
plati [XAKD| = [ AMD| = 90°, tj. AK L DK. Tim je dikaz uzavien.

Pozndmka. Kruznice opsana uvazovanému ¢tyiihelniku AM KD je tedy
Thaletova kruznice o prauméru AD.
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Pi#iklad 3 (4. franska geometricka olympiada, 2017)
Je dén pravidelny pétithelnik ABCDE. Necht F je prusecik kolmice
k pfimce AB prochézejici vrcholem B se stranou C'D. Dokazte, Ze plati

\ED| + |DF| = |EC].

Regeni. Ozna¢me P prisecik pifmek BF a DE. Snadnym vypoctem zjis-
time, Ze [XEBP|=90° — |[X ABE| = 90° — 36° = 54°.

P

; AN

A B
Obr. 3
Analogicky pak [PEB| = 2-36° = 72°, a tudiz |XEPB| = 54°.
Trojihelnik BPE je tedy rovnoramenny se zakladnou BP.
Protoze pfimky BE a C'D jsou rovnobézné, jsou EBP a DF P souhlasné
(shodné) tihly, pro néz plati |[X EBP| = [ DFP| = 54°. Odtud plyne, ze
i trojuhelnik F/PD je rovnoramenny se zakladnou F P, plati tedy

|EC| = |EB| =|EP|=|ED|+ |DP| = |ED| + |DF],

coZz znamend, ze délka lomené ¢ary EDF je rovna délce uhlopticky EC.
Tim je dikaz ukoncen.
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Priklad 4 (15. Japonska matematicka olympiada, 2005)
Uvniti daného pravidelného pétithelniku ABCDE je déan bod P ta-
kovy, ze |[XABP| = 6° a | AEP| = 12°. Urcete velikost uhlu PAC.

Resent. Pripisme strané AE daného pravidelného pétithelniku ABCDE
vné rovnostranny trojihelnik AEF. Z obr. 4 je patrné, Ze trojuhelnik ABF
je rovnoramenny se zakladnou BF', pfiCemz plati

|XBAF| = |[X BAE| + |< EAF| = 108° + 60° = 168°.

D

P
A B
Obr. 4
Odtud |[XABF| = |X AFB| = 6°. To znamen4, %e body B, P, F le7i na
téze piimce (jsou kolinearni). Dale plati

IXEFP| =60°—6° =54° a |IFPE|=180° — (54° 4 72°) = 54°.

Trojuhelniky EF P a EAP jsou tedy rovnoramenné po radé se zakladnami
FP a AP, aproto plati [X{EAP| = |[< EPA| = £(180°—12°) = 84°, a tedy

[XPAC| = |XEAP| — | EAC| = 84° — 72° = 12°.

ZAVER. Velikost thlu PAC je tedy 12°.
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Posledni — 5. priklad — ponechavame (v ramci procviceni) pozornosti
tenart. Resent této tlohy miiZete zaslat na adresu ¢asopisu Matematika—
fyzika—informatika (nejpozdé&ji do 15. 5. 2022). Nejzdarilejsi FeSeni této
tlohy zverejnime v nékterém z nasledujicich ¢isel naseho ¢asopisu.

Priklad 5 (29. Japonska matematicka olympiada, 2019)

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Necht P je prusecik thlopii¢ek
AD a CE. Primka, kterda prochézi bodem P, protina strany AB a DE
daného pétithelniku po fadé ve vnitinich bodech H, G, kde |[AH| =5 a
|EG| = 4. Urcete délku usecky DG.

D

A 5 H B
Obr. 5

[Spravny vysledek: 2¢/6 — 2. Navod: Uvazujte prisecik R thlopiicky AC
s tsetkou (piitkou) GH a dale vyuzijte podobnosti trojthelniki CPR,
AHR a EPG.]
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