Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tloh. Regeni novych tloh 271 a 272 muZete
zaslat nejpozdéji do 31. 12. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mf i@upol.cz.

Uloha 271
Urcete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel, pro néz nabyva vyraz

a®+ ab+ b2
a+b

celo¢iselnych hodnot.
Jaroslav Svréek
Uloha 272
V soutézi pro ¢tyfi ucastniky je deset tkolt ohodnocenych postupné
1,...,10 body. Body za kazdy tukol dostane jen ten, kdo tkol splni jako
prvni. Jakmile jsou v8echny tikoly splnény, kazdy soutézici si secte své body
a urci se poradi soutézicich (nejprve dle bodu, pfi rovnosti bodi rozhoduje
o poradi los). Pepa za¢ina dfive neZ ostatni, mtize si vybrat, které tkoly
splni, a chce mit zaruceno, Ze nebude posledni. Dokazte nasledujici dvé
tvrzeni:
a) Sta¢i mu k tomu ziskat 14 bodi.
b) Sta¢i mu k tomu ziskat 13 bodu.
Josef Tkadlec

Dale uvadime feseni tloh 267 a 268, jejichz zadani jsme zvefejnili v tvod-
nim &sle aktualniho (30.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 267
V pravotihlém trojuhelniku ABC' s odvésnami délek |BC| = a a |AC| =
= b, a < b, protnou osy jeho vnitfniho a vnéjsiho thlu pii vrcholu C p¥imku
AB po tfadé v bodech E a F. Uréete obsah trojuhelniku FFC.
Jaroslav Zhouf

Resend. Sestrojme pravothlé rovnoramenné trojahelniky ACC; a ACCs
s pravymi thly u vrcholu A dle obrazku. ProtoZe osy vnitiniho a vnéjsiho
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tthlu u vrcholu C trojiuhelniku ABC jsou navzajem kolmé, sviraji se stra-
nami AC a BC' tohoto trojahelniku uhly 45°. Body C; a Cy tak lezi po
fadé na téchto osach CF a CE. Piitom plati

|AC1| = |ACo| =b,  |CCi| =|CCs| = bV2.

Cy
C
Y
a
2
A FEF B F

Cy
Z podobnosti trojihelniki BCE a AC>E (uu) plyne
a |BC| _ |CE| |CE|

b JAC,| ~ [CCo[— [CE| ~ bv2— |CE|

Odtud jiz po tpravé dostaneme

abv/2
b+a

CE| =

Z podobnosti trojuhelnikit BCF a AC1F (uu) dale plyne
a |BC| |CF| |CF|

b JAC,|  |CF[+|CCi| — |CF|+bv2

Opét tpravou dostaneme

|CF| =

abyv/2
b—a’
Obsah Pogp pravoihlého trojihelniku CEF tak je roven

1 aby?2 ab\/§_ a’b?

2 bta b—a b —a2

1
Pepr = 5 - |CE|-|CF| =
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Pozndmka. Velikosti stran |CE| a |CF| muZeme také spocitat nasleduji-
cim zptsobem. Ozna¢me [ velikost vnitfniho thlu trojihelniku ABC pii
vrcholu C'. Osa pravého uhlu AC'B svird s pfimkou CB thel 45°, odtud
snadno vypoéteme | BEC| = 135° — 3. Podle sinové véty plati
sin 8 2sin 8
CE|=|BC|- — =q- =
CBl =1BC] sin(135° — f3) V2cos f+/2sin 3
2 ane

~ cotgB+1 0 £41  b+a’
Oznaéme « velikost vnitiniho thlu trojuhelniku ABC pii vrcholu A.

Podobné jako v predchazejicim odstavci vypocteme |X AFC| = 45° — a.
Podle sinovvé véty v trojihelniku AFC plati

sin o 2sin a
CF| = |AC| - — =b- =
CF| = ]AC] sin(45° — «) V2cosa —v2sina
VI VI _aby
7 cotga—1 %—1_b—a'

Jiné feSend. Osy vnitiniho a vnéjsiho thlu u vrcholu C' trojuhelniku ABC
jsou navzajem kolmé, trojuhelnik CEF je tak pravouhly. Ozna¢me S stred
usecky AB, tedy stfed kruZnice opsané trojihelniku ABC a T stied tisecky
EF, tedy stfed kruznice opsané trojuhelniku CEF. Stejné jako v pred-
chézejicim feSeni ukdzeme, Ze osy vnitfniho a vnéjsiho dhlu u vrcholu C
trojuhelniku ABC sviraji s jeho stranami thel 45°.

Z trojuhelniku AF'C plyne pii oznadeni [ BAC| = «
[XTCF| = |« CFT| = 180° — [ ACF| — |XCAF| = 180° — 135° — o =
=45° —a =KX ACE| — |« ACS| = | SCE)|.
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Trojuhelnik SCT je tak pravouhly, pfitom |[XCST| = 2|xCAB| = 2a.
Plati tak
ICT|
ics|

2t 22 2ab
thOé: go; = b2: 2& 5
l-tga 1-% b -a

Ozna¢me Pspc a Popp po fadé obsahy trojihelniki ABC a ECF.
Protoze oba maji stejnou vysku z vrcholu C, plati
|EF| ab 2|CT| ab  2ab a’b?
|AB| 2 2|CS| 2 b2—a2 b2 —a?’

Scer = SaBc -

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovea, Anton Hndth z Moravan, Frantisek Jdchim z Volyné a Michal
Pecho ze SPS v Dubnici nad Vahom (Slovensko).

Netiplné Feseni zaslal Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci (Polsko).

Uloha 268
V oboru realnych ¢isel najdéte feSeni soustavy rovnic
pxr+2y =2,
a:+(p2—3)y:p—1

s redlnym parametrem p.

Pavel Calabek
Resend. Druhou rovnici vynasobime —p a pfi¢teme k prvni rovnici. Dosta-
neme tak

y(2+3p—p’)=2+p—p”.
Tuto rovnici upravime
y2-p)(p+1)*=(2-p)p+1)
Vidime, Ze pro p € R\ {—1, 2} plati
1

T

Z druhé rovnice pak pro tato p dostaneme

2

p°—3 2
= —1— 2— = —]_— = —_—
r=(p-1)—(p"=3)y=p PR
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Pro p = —1 ma soustava tvar

—z 42y =2,
T — 2y =—2.

Jelikoz druha rovnice je nasobkem prvni, mé tato soustava nekone¢né
mnoho FeSeni
y=t, =2(t—1), kdet € R.

Pro p = 2 mé soustava tvar

2x + 2y = 2,
r+y=1

Jelikoz prvni rovnice dvojnasobkem prvni, ma tato soustava nekone¢né
mnoho FeSeni
y=t, x=1—1t, kdet € R.

Zavér. Pro p = —1 mé soustava nekoneéné mnoho FeSeni
(z,y) € {(2(t — 1),t), kde t € R}.
Pro p = 2 mé soustava nekone¢né mnoho feSeni
(xz,y) € {(1 —t,t), kde t € R}.

Pro zbyvajici p € R\ {—1,2} ma soustava jediné feSeni
2 1
z,y)=|——,——].
(@9) (p T p+ 1)

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovei, Anton Hndth z Moravan, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci (Pol-
sko) a Michal Pecho ze SPS v Dubnici nad Vahom (Slovensko).

Neuplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.

Pavel Caldbek
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