prumeérné dobii studenti. Velmi obtizné je stavajici situace pro studenty
kombinovaného studia. Tito studenti, vétsinou zaméstnani lidé, sice i za
normalnich okolnosti studuji z¢asti distanéné, vyrazné na né ale dopadaji
sekundarni problémy soucasného uzavieni: maji rodiny a doma déti, které
nemohou chodit do skoly.

V obtiznych dobach mame byt optimisty. Mj optimismus vychazi z na-
déje, Ze TeSeni soucasné situace plosnym uzavieni spole¢nosti bude opus-
téno, 8koly — zékladni, stfedni i vysoké — budou opét otevieny a spole¢nost
se i v jinych ohledech dostane do normalnéjsiho stavu.

Knuthovy vanoc¢ni stromky

EDUARD BARTL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Zajemcum o informatiku je patrné dobfe znamé jméno amerického infor-
matika, drzitele Turingovy ceny, Donalda Ervina Knutha. Tento skromné
vystupujici védec s jedine¢nym smyslem pro humor a renesanénim zdbérem
(Knuth je mimo jiné zdatnym varhanikem) je tvircem typografického sys-
tému TEX, v ném# je vysazen i ¢asopis MFLY a autorem fady védeckych
¢lanki a knih. Pozoruhodna je naptiklad knizka [3], ve které Knuth formou
rozhovoru vysvétluje konstrukei takzvanych surrealnych ¢isel. Bezpochyby
nejvyznamnéj$im Knuthovym dilem je vSak mnohosvazkova monografie
The Art of Computer Programming, kterou zacal psat béhem svych dok-
torskych studif na Kalifornském technologickém institutu®) a na které ve
svych vice nez 80 letech, jakozto emeritni profesor, stale pracuje.

The Art of Computer Programming je nepifebernou studnici algoritmui
z mnoha oblasti informatiky vybavenych nazornymi obrazky vypracova-

DR4d bych vyuzil této prilezitosti a podkoval RNDr. Miloslavu Zavodnému, ktery
se mnoho let o sazbu Casopisu ve zminéném typografickém systému stara.

2)Kalifornsky technologicky institut (také zvany Caltech) je soukroma univerzita,
ktera se nachéazi v Pasadené v USA. Absolventy jsou naptiklad Walter Bright, ame-
ricky informatik, tvirce programovaciho jazyka D, Stephen Wolfram, britsky fyzik a
matematik, tvirce pocitac¢ového programu Mathematica, nebo John McCarthy, ame-
ricky informatik, jeden ze zakladatelii umélé inteligence (jako prvni zacal tento termin
pouZivat) a tviirce programovaciho jazyka Lisp.
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nymi s peclivosti, ktera je Knuthovi vlastni. Tuto skutecnost jsem si ne-
déavno opét uvédomil, kdyZz jsem hledal zptisoby generovani a uspofadani
vSech bitovych Fetézci®) konetné délky. Ve &tvrtém svazku The Art of
Computer Programming [4] jsem narazil na jednu vskutku zajimavou me-
todu, ktera usporadava bitové fetézce do schématu Knuthem pojmenova-
ného jako Christmas tree pattern.

Duvodem pro tento ponékud neobvykly nazev je zejména fakt, ze schéma
pro vétsi délky fetézci skuteéné pripomina vanoéni stromek. Knuth déle
uvadi, ze tento nazev zvolil také proto, ze zminénou problematiku uspora-
dani vSech bitovych fetézcii prednesl na tradiéni vanocéni prednasce ,,Christ-
mas Tree Lecture® [7] pofadané v prosinci 2002 na Stanfordové univerzité.

Donald Ervin Knuth (zdroj: Wikipedia)

1. Jak vypada Knuthiv stromek

Jak bylo feceno, jde ndm o problém generovani vSech bitovych fetézct
kone¢né délky; tuto délku si oznacime jako n. Chceme tedy ziskat a vhodné
usporadat celkem 2" bitovych fetézcta. Vyfesit tento problém je snadné;
staci vzit prirozena ¢isla od 0 do 2™ —1, prevést je do binarni soustavy a vy-
psat je v potradi, které je dano usporadanim pfirozenych ¢isel 0,...,2" —1
podle jejich velikosti. Naptiklad pro n = 3 ziskdme 8 t¥iprvkovych bitovych
fetézcl

000 001 010 011 100 101 110 111

Knuthovy stromky na to ovSem jdou mnohem chytfeji. Ukazme si nej-
prve, jak vypada nejjednodussi Knuthuv stromek, ktery usporadava vsechny
bitové Fetézce délky 1; fikame, Ze se jedna o Knuthiv stromek fadu 1. Jde
o prosty radek

01

3)Bitovymi Fetézci mame na mysli Fetézce slozené z nul a jednicek. Tento nazev
(v angli¢ting bit strings) pouZiva pravé Donald Knuth v [4].

60 Matematika — fyzika — informatika 30 (1) 2021



Knuthiv stromek fadu 2 usporadava vSechny fetézce délky 2 do dvou
radki, jejichz sloupce jsou specificky zarovnané:
10
00 01 11
Obecny pfipad, tedy Knuthiv stromek fadu n + 1, je pak definovany tak,
7e prepiseme kazdy Fadek Knuthova stromku ¥adu n do jednoho, nebo
dvou Fadki podle nasledujiciho pravidla:

(i) pokud ma fadek pouze jeden prvek (tento prvek si oznaéime jako o1),
pak ho prepiseme do jediného radku ve tvaru

0'10 011

(ii) pokud ma Fadek vice nez jeden prvek (tyto prvky si oznacime jako

01,...,0s, kde s > 1), pak ho pfepiSeme do dvou Fadki v tomto tvaru
020 ... 040
010 011 ... 05_11 o041

Knuthtav stromek fadu 3, ktery fesi vyse uvedeny piiklad s usporada-
nim v8ech bitovych fetézca délky 3, je tedy vytvoren ze stromku fadu 2
nasledujicim zptisobem. Prvni fadek stromku fadu 2 mé pouze jeden pr-
vek o1 = 10; podle ¢asti (i) zminéného pravidla pfepiSeme tento fadek
do jediného fadku o dvou prvcich (Gervené je zvyraznéna nula a jednicka,
ktera byla podle pravidla pfipojena k bitovému Fetézci o ):

100 101

Druhy radek stromku fadu 2 méa t¥i prvky o1 = 00, 0o = 01 a o3 =
= 11. Tento Fadek tedy prepiSeme podle ¢asti (ii) pravidla do dvou Fadka
(CGervené jsou opét zvyraznény nuly a jedni¢ky pfipojené k o1, o2 a o3):

010 110
000 001 011 111

Cely Knuthiiv stromek fadu 3 tudiz vypada nasledovné:

100 101
010 110
000 001 011 111
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Knuthtv stromek fadu 4 méa tuto podobu:

1010
1000 1001 1011
1100
0100 0101 1101
0010 0110 1110
0000 0001 0011 0111 1111

Analogickym zptisobem pak mutzeme konstruovat stromky vyssich fadu.
Pro ilustraci si jesté pfedvedme Knuthiiv stromek fadu 8 (zobrazen je na
konci ¢lanku). Tento stromek ukazuje uspotradani vSech bitovych Fetézcti
délky 8 a mizeme tedy na néj nahlizet jako na schéma zachycujici vSechny
bajty.

Vidime, Ze definice Knuthova stromku fadu n je rekurzivn{ a v§imnéme
si dale, Ze nezalezi pouze na usporadani fetézcu v jednotlivych fadcich,
ale také Ze roli hraje uspotradani celych rfadka a zarovnani jednotlivych
sloupcti. Z uvedenych obrazkt je také patrna jista estetika — Knuthovy
stromky vys8ich fadi mohou svym tvarem vzdalené pripominat fraktaly.
To, co je vSak skutetné zajimavé, neni jejich vzhled, nybrz vlastnosti uka-
zujici, jak se v téchto schématech potkivaji klasické vysledky z rtznych
oblasti informatiky a matematiky.

Podivejme se nejprve na tii zdkladni vliastnosti, které se daji snadno do-
kézat pfimo z definice Knuthovych stromki uzitim matematické indukce:

(a) Kazdy bitovy Fetézec délky n se v Knuthové stromku fadu n vyskytuje
pravé jednou. Stromek Ffadu n ma tedy 2" bitovych fetézci délky n.

(b) Jestlize odislujeme sloupce Knuthova stromku zleva doprava, pficemz
¢islovat budeme od nuly,”) pak k-ty sloupec obsahuje viechny bitové
Fetézce s k jednickami.

(¢) Pro kazdy fadek Knuthova stromku plati, Ze bitovy fetézec v (k + 1)-
-tém sloupci vznikne z bitového Fetézce v k-tém sloupci prepsanim
jedné nuly na jednicku.

V Knuthovych stromcich se toho ovSem skryva mnohem vice. Podivejme
se tedy na né podrobnéji.

4 Toto &islovani sloupctt budeme pouzivat i ve zbytku ¢lanku.

62 Matematika — fyzika — informatika 30 (1) 2021



2. Sperneriv teorém

Jedna z nejzajimavéjsich vlastnosti je ukryta v prostFednim sloupci,”
ktery tvori, miazeme ¥ict, kmen Knuthova stromku. Nez se dostaneme k po-
pisu zminéné vlastnosti, udélame pomérné podrobnou, zdanlivé nesouvi-
sejici odbocku k jednomu klasickému problému takzvané extremélni teorie
mnozin.

Budeme uvazovat n prvkovou mnozinu U; dejme tomu, Ze tato mnozina
obsahuje ¢isla 1,2, ..., n jako svoje prvky. Symbolem P(U) budeme ozna-
¢ovat jeji potencni mnoZinu, tedy mnozinu vSech podmnozin mnoziny U,
symbolem |A| pak oznacime pocet prvki néjaké mnoziny A. Zajimat nas
budou mnoziny podmnozin F C P(U), které tvoii takzvany antiretézec.
V antifetézci jsou libovolné dvé riizné mnoziny neporovnatelné vzhledem
k mnozinové inkluzi C; to znamena, plati-li A, B € Fa A # B, pak A ¢ B.
Prikladem antifetézce na mnoziné U = {1,2,3,4,5} je tato mnoZina

{1}, {2,3}}

K tomuto antifetézci vSak muzeme pfidat jesté dalsi prvky tak, aby ne-
byla podminka neporovnatelnosti porusena; nasledujici mnozina je také

antiretézcem:
{{1}.{2,3},{3,4},{2,4,5}}. (1)

Zajimat nas bude, kolik prvka budeme jesté schopni pridat tak, aby nové
vznikla mnozina byla stéle antifetézcem. Jinymi slovy, pokusime se odpo-
védét na otazku, kolik prvka mé nejvétsi antifetézec.

Abychom byli schopni odpovédét na tuto otazku, podivame se nejprve
na jeden jednoduchy zptisob, jak systematicky vytvaret antifetézce urci-
tého typu: je totiz jasné, Ze staéi vzit vSechny (nebo jen nékteré) pod-
mnoziny se stejnym poctem prvku. Napiiklad mnozina sloZené ze vSech
jednoprvkovych podmnozin

{1323, {3}, {4}, {51}

5

1) = 5 prvki. Mnozina dvouprvkovych

je zjevné antifetézcem obsahujicim (
podmnozin

{25 {133, {1, 43, {1,5},{2, 3}, {2,4},{2,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5}}

5)P¥ipadng v prostiednich dvou sloupcich. Z p¥ikladi v predchozi sekci jsme totiz
mohli vypozorovat, Ze pro sudé n je uprostfed jeden sloupec, pro liché n jsou vsSak
uprostied sloupce dva.
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je taktéz antifetézec, ktery je vétsi nez predchazejici antifetézec; ma cel-
kem (g) = 10 prvki. Obecné tedy mnozina slozen4 ze vSech k prvkovych
Z
jak funguji kombinacni ¢isla (Z), zéhy zjistime, Ze nejvétsi antifetézec zis-
kany timto zptisobem bude sloZen ze v8ech podmnozin o k = | 5 | prvcich,
kde |-] znadi operaci odfezavajici desetinnou ¢ast daného &isla. Velikost
tohoto antifetézce je proto rovna Cislu

(LZJ)' @

Je pomérné prekvapujicim zjisténim, ze neni mozné zkonstruovat an-
tifetézec, ktery by mél v&tsi pocet prvki nez (2) a to ani v piipadg, ze
se budeme snazit antifetézec sestavit tak, zZe bude obsahovat podmnoziny
riiznych velikosti.”) Plati tedy tvrzeni, Ze je-li mnozina F C P(U) antife-
tézcem, pak |F| < (ng). Tomuto tvrzeni se fika Spernertiv teorém; pub-
likoval ho roku 1928 némecky matematik Emanuel Sperner (1905-1980).
Cislu (2) se pak ¢asto Fika Spernerovo ¢islo.

Nahlédneme-li do piivodniho Spernerova ¢lanku [6], zjistime, Ze toto jed-
noduse vypadajici tvrzeni ma dosti slozity a dlouhy dikaz. Casem se viak
objevilo nékolik praci, které ke Spernerovu teorému pristupuji zcela odlisné
a dokazuji ho vyrazné kratsim zpisobem. Ukazeme si jeden takovy dikaz,
ktery byl publikovan roku 1966 pod pfizna¢nym nazvem ,,A short proof of
Sperner’s lemma® [5] americkym matematikem Davidem Lubellem. Tento
dikaz je zaloZen na jednoduchych tvahach, ke kterym vyuzijeme kombina-
toriku ze stfedni skoly. Poté se podivame na to, jak souvisi s Knuthovymi
stromky (méné trpélivy ¢tenar tedy muze dikaz preskocit).

Pro Lubelliv dikaz jsou kli¢ové posloupnosti podmnozin Cy,...,C,
mnoziny U, pro které plati tyto dvé podminky:

0=CocCic---CcCp1CC,=U,
|Ci|=iproi=0,...,n.

podmnozZin je antifetézcem o velikosti ( ).6> Zamyslime-li se nyni nad tim,

Posloupnost tedy za¢ind prazdnou mnoZinou, mnozina C; obsahuje pravé
jeden prvek z U, C5 vznikne z C; pridanim dalsiho prvku z U a stej-
nym zpisobem pokrac¢ujeme az k mnoziné C,,, ktera proto musi obsahovat

k
je pocet moznosti, kterymi lze vybrat k£ prvki z n prvki, pficemz nezalezi na pofadi
vybranych prvki; jinymi slovy, je to pocet k prvkovych podmnozin n prvkové mnoziny.

7)Podobng, jako jsme to ucinili na zadatku této sekce v prikladu s antifetézcem (1).

6) P¥ipomenime, 7e (Z) je takzvané kombinacni &islo, které je rovno #'—k)' W)
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v8echny prvky z U. Tuto posloupnost podmnozin proto muZzeme nazvat
Fetézcem.®) Polozme si otazku, kolik existuje takovych riznych Fetézci.
Odpovéd je jednoducha: fetézce se ligi tim, v jakém pofadi pridavame
prvky z U; takovych pofadi je presné tolik, kolik je permutaci n prvkové
mnoziny U. Ruznych Fetézcu je tedy n!.

Uvazujme nyni libovolny antifetézec F C P(U) a libovolnou k prv-
kovou mnozinu A € F tohoto antifetézce. Zkusme vypocitat, kolik vyse
definovanych fetézca Cy, . . ., C,, obsahuje A jako sviij prvek. Opét se jedna
o0 jednoduchou kombinatorickou tivahu: jestlize je A jednim z prvku fetézce
Cy,...,Cy, pak musi byt na k-tém misté tohoto fetézce (protoze A ma k
prvkd), neboli A = Cj. Navic tento Fetézec musel vzniknout tak, Ze se
nejprve postupné k préazdné mnoziné pridalo v néjakém poradi vSech k
prvki z A a teprve poté se k mnoziné A pfidalo v n&jakém poradi viech
zbyvajicich n — k prvka z U. Takovych moZnosti je celkem k!- (n — k)!;
pocet fetézct obsahujicich A je tedy roven pravé tomuto &islu.

Posledni uvaha Lubellova dikazu, kterou je potieba uéinit, je nasledu-
jici. Ozna¢me si symbolem my, pocet k prvkovych mnozin antifetézce F.%)
Je jasné, ze pocCet vSech prvkia antifetézce F je mozné zapsat pomoci ¢isel
my, takto:

F1 = my. (3)
k=0

Vime, Ze kaZzd4 z k prvkovych mnozin antifetézce je obsazena v k!- (n—k)!
fetézcich; téchto k prvkovych mnozin je my, takZze pocet vSech Tetézci,
které obsahuji tyto k prvkové mnoziny je my-k!- (n—k)!. Viechny mnoZiny
antifetézce F jsou tak obsazeny celkem v Y ;_,my - k! (n — k)! navzajem
riznych fetézcich.'?) Celkovy pocet fetézci, jak jsme ukazali vyse, je n!,
takZe pravé uvedeny soucet nemiize presahnout tento faktorial; plati tedy

8)Jedna se o Fetézec v tom smyslu, ze je kazdy prvek posloupnosti porovnatelny
s libovolnym jinym prvkem této posloupnosti. Retézec podmnoZin je proto jistym opa-
kem antifetézce podmnozin. Pro jistotu dodejme, Ze termin ,fetézec podmnozin® nijak
nesouvisi s terminem ,bitovy fetézec*. Anglicky psané texty jsou v tomto ohledu uvazli-
véjsi, pro fetézec podmnozin se pouziva slovo ,chain®“ pro bitovy retézec slovo ,string*.

9) Ve vyse uvedeném piikladu antifetézce (1) je mg = 0 (antifetézec neobsahuje prazd-
nou mnozinu), my = 1 (antifetézec obsahuje jednu jednoprvkovou mnozinu) a dale pak
mo =2, m3=1amyg =0.

10)Bude dobré si uvédomit, e neexistuje Fetézec, ktery by obsahoval dvé riizné mno-
ziny A, B € F daného antifetézce. Divod je nasnadé; A a B jsou neporovnatelné mno-
ziny (jelikoZ to jsou prvky antifetézce) a fetézce z definice obsahuji pouze porovnatelné
mnoziny.
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Sh_omk k! (n—k)! < nl. Uvedenou nerovnost miizeme vydélit n! a dale
provést nékolik jednoduchych tuprav, ¢imz dostaneme

n 1. (n — k)

n!

ULS? (4)

o
—
>3
~—

k=
Jak jsme si jiz Tekli, nejvétsi hodnoty dosahuji kombinacéni &isla (Z) pro
k = [%]; levou stranu nerovnosti (4) tak mizeme zdola omezit:
n\ = n - n .
(&) (z) (%)

k=0 k=0

Z tohoto omezeni a nerovnosti (4) plyne:

Do Mk <1.
(15))

Vyuzitim vztahu (3) kone¢né dostavame

7] <1

(a) ~

1= (LnJ)

coz je presné nerovnost, o které mluvi Spernertiv teorém.

neboli

Jak to v8echno souvisi s Knuthovymi stromky? Souvislost neni obtizné.
Na jednotlivé prvky Knuthova stromku fadu n se totiz mazeme divat jako
na charakteristické vektory podmnozin n prvkové mnoziny. Napiiklad ve
vySe uvedeném pifkladu Knuthova stromku fadu 4 je prvek 0000 charakte-
ristickym vektorem prazdné mnoziny @), prvek 0010 charakteristickym vek-
torem mnoziny {3}, prvek 0101 charakteristickym vektorem mnoziny {2,4}
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a podobné. Knuthiv stromek nam pfi tomto mnozinovém pohledu po-
skytuje velmi jednoduchy diukaz Spernerova teorému; stac¢i pouze vhodné
uchopit zakladni vlastnosti stromkt uvedenych v predchozi sekci.

Nejprve si uvédomime, e diky zakladni vlastnosti (a) jsou v Knuthové
stromku fadu n vSechny mozné podmnoziny n prvkové mnoziny, jsme proto
schopni najit v ném vsechny antifetézce, o jejichz délky se zajimé Sperne-
riv teorém. Ze zakladni vlastnosti (¢) dale plyne, Ze pro dva bezprostFedné
sousedici prvky oy a ory1 na stejném Ffadku plati o, C op41. Kazdy fadek
tak tvoii Fetézec podmnozin.'") Pokud budeme chtit vytvoFit antifetézec,
tak to muzeme udélat pouze tak, ze z daného fadku Knuthova stromku vy-
bereme nejvyse jeden prvek; vice nez jeden prvek vybrat nemuzeme prosté
proto, ze kazdy radek je fetézcem, obsahuje tedy vzajemné porovnatelné
prvky, které vSak v antifetézci nemohou byt. Timto zptisobem tedy bu-
deme schopni vytvofit antifetézec, ktery bude mit nejvyse tolik prvk,
kolik je radkd v Knuthové stromku, pri¢emz pocet fadkt odpovida vysce
sloupce (piipadné sloupct pro n liché), které jsou uprostred. Ze zakladni
vlastnosti (b) ovSem vime, Ze k-ty sloupec obsahuje vSechny podmnoziny
s k prvky; pocet prvku k-tého sloupce je tedy (Z) Prostredni sloupec ma
tedy vysku rovnou Spernerovu ¢&islu, tedy (Lg J)' Kazdy antifetézec (ktery
jsme vytvorili vybérem nejvyse jednoho prvku z kazdého fadku Knuthova
stromku) proto miZze mit maximalné (Lg j) prvka.

Vyse prezentovany Lubelliv dikaz je velmi elegantni a zpravidla je
uvadén jako nejjednodussi ze vSech prozatim objevenych dikazi Sper-
nerova teorému. Vidime vSak, Ze jedine¢ny zpusob, jakym jsou v Knu-
thové stromku usporadany vsechny podmnoziny n prvkové mnoziny, umoz-
fiuje nerovnost uvedenou ve Spernerové teorému takika odecist z obrazku
stromku — neni tfeba zadnych slozitych tvah a zadného slozitého odvozo-
vani.

3. Systémy zavorek

V této sekci se podivame na vztah Knuthova stromku a takzvanych
systémai zdvorek. Vime, Ze libovolny prvek na fadku vznikne tak, Ze se
jedna nula z predchazejictho prvku pfepiSe na jednicku; kazdy rfadek tak
tvoii Fetézec podmnozin. Prepisovani nul na jedni¢ky samozfejmé neni na-
hodilé. Podrobnéjsi pohled ukazuje, ze se toto prepisovani ¥di jistym pra-

IV tomto Fetézci se navic sousedici mnoziny lisi pouze v jednom prvku; to ovSem
neni pro dukaz Spernerova teorému podstatné. Tuto skutecnost vak vyuzijeme pozdé&ji.
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vidlem, které je dobfe popsatelné pravé prostifednictvim souvislosti Knu-
thova stromku se systémy zavorek.

Témito systémy mame na mysli libovolné (tedy i prazdné) posloupnosti
levych a pravych kulatych zavorek.'? Nasleduje nékolik prikladi systémi
zavorek: (0)), (O), (; OO, N (Ca (OQO). Tyto systémy mohou byt
korektné uzdvorkované nebo nekorekiné uzdvorkované. Pro korektné uzé-
vorkované systémy plati, volné feceno, ze kazda zavorka je v paru s pravé
jednou opacénou zavorkou, pFi¢emz jako prvni je uvedena leva zavorka, jako
druhé je potom uvedena prava zavorka (prazdny systém také povazujeme
za korektné uzévorkovany). Pokud né&jaka zavorka nema svého ,,partnera®
do paru, pak fikame, Ze je volnd. Uvedené systémy (), (O O) a OO
jsou proto korektné uzavorkované,'®) naproti tomu systémy ())), (a)) ((
jsou nekorektné uzévorkované (v prvnim piipadé jsou posledni dvé pravé
zavorky volné, ve druhém a t¥etim p¥ipadé jsou volné vSechny zavorky).

Obecné plati, ze libovolny systém zavorek (at uz je korektné uzavorko-
vany nebo nenf) je mozné napsat ve formé nasledujici posloupnosti:

ap) ... op_1) oy (apy ... (ag, (5)

kde 0 < p < q a ap,...,q, jsou korektné uzdvorkované systémy zavorek.
Vidime, ze v tomto obecném tvaru je p volnych pravych zavorek a ¢ — p
volnych levych zavorek. Uvedme si dva piiklady: korektné uzavorkovany
systém () ()) se ve tvaru (5) zapiSe tak, Ze p a ¢ nastavime na nulu, plati
tedy

ap = (0O 0);
pro nekorektné uzavorkovany systém )) (())) (() plati
010)041)042)043(044 = )) (())) ((),

to znamena, ze p = 3, ¢ = 4, systémy zavorek g, a1 a a3 jsou prazdné a
pro zbyvajici systémy plati ag = (0), ag = .19

vSak vyhnuli pouZiti slova ,Fetéze* v dalsim (jiz tfetim) vyznamu.

13)Korektné uzavorkované systémy jsou nam dobfe znamy z programovacich jazyki.
Napriklad programy napsané ve funkcionalnich jazycich obsahuji korektné uzavorkované
systémy (stejnd tak b&Zné psané texty (jako je kupiikladu tento) by mély obsahovat
korektné uzavorkované systémy)).

1) Vsimnéme si, ze viechny systémy aq az ay jsou korektné uzavorkované.
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Dale plati, ze libovolny systém zavorek je prvkem nésledujici posloup-
nosti systému:
060) CIEaE aq—l)aq—l)aq7
p) ... ag—1) ag—1(ay,

ag) ... og—1 (g1 (g, (6)

040( S Qg1 (Oéq_l (Oéq.

Na prvni pohled to vypada komplikované, jde vSak pouze o to, Ze prvni
prvek posloupnosti (6) je systémem, ktery obsahuje pouze pravé volné
zévorky, druhy prvek vznikne z prvniho tak, Ze posledni pravou volnou
zéavorku pfepiSeme na levou zavorku (ta je proto také volna) a stejnym
zpisobem pokracujeme i nadale. Posledni prvek posloupnosti (6) je pak
systémem, ktery obsahuje pouze levé volné zavorky. Libovolny systém, at
uz korektné ¢ nekorektné uzavorkovany, tak musi byt ¢lenem posloup-
nosti (6).

Vratme se nyni ke Knuthovym stromkim a podivejme se na to, jak
souvisi se systémy zavorek. Spojitost se vyjevi v okamziku, kdyz prepiSeme
v Knuthové stromku kazdou nulu na pravou zavorku a kazdou jednicku
na levou zavorku. Stromky jsou pak kolekci systému zavorek. Napiiklad
Knuthiv stromek fadu 3 bude vypadat takto:

0) O«

YO (O
2)) )) () (C (((

Prepsany Knuthtuv stromek fadu 4 vypadé néasledovné:

00
0 OO
O
YO HOCCOC
)0 ) O (O
2))) )2 ) () CCC

Mizeme tedy vidét, ze kazdy fadek zacina systémem, ve kterém jsou volné
pouze pravé zavorky a kazdy dalsf systém zavorek na tomto fadku vznikne
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z predchoziho systému prepsanim posledni volné pravé zavorky na levou
(tato vlastnost se da opét dokazat matematickou indukef). Radky stromku
jsou tedy pfesné ve tvaru posloupnosti systému zavorek (6).

7 uvedeného je pak zfejmé, jak vypadéd na zacatku zminéné pravidlo
popisujici prepisovani nul na jednicky v libovolném radku: postupné se
prepisuji zprava doleva nuly na jednicky, preskakuji se vSak takové nuly,
ke kterym existuje jednicka do paru (ve smyslu korektné uzavorkovanych
systémil). Demonstrujeme to na rfadku

0100 0101 1101

Knuthova stromku fadu 4, jehoz celou podobu jsme si ukazali v pfedchozi
sekci. Druhy prvek vznikne z prvniho tak, Ze nula zcela napravo v tomto
prvonim prvku je prepsdna na jednicku:

0100 ~ 0101.

Tteti prvek z druhého vSak nevznikne pfepsanim pfedposledni nuly, pro-
toze tato nula je v paru s jednic¢kou, prepisuje se tedy prvni nula:

0101 — 1101.

Tento Fadek jiz nebude mit zaddny dalsi prvek jednoduse proto, Ze neméame
dalsi nuly k prepisovani.

Toto zjisténi pak vede k dalsi zajimavé vlastnosti Knuthovych stromkii,
ke které se dostaneme snadnou tvahou o jednoprvkovych fadcich. Pokud
se totiz na jednoprvkové fadky podivame z pohledu pravé uvedeného pre-
pisovani nul, ke kterym neexistuji jednicky do paru, ihned zjistime, Ze tyto
radky jsou jednoprvkové proto, Ze jiz neni co prepisovat. Jednoprvkové
radky proto musi predstavovat korektné uzévorkované systémy! Ukazeme
si to opét na pfikladu Knuthova stromku fadu 4. Ten obsahuje pouze dva
jednoprvkové radky:

1010
1000 1001 1011
1100
0100 0101 1101

0010 0110 1110
0000 0001 0011 0111 1111
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Tyto Fadky odpovidaji zavorkovym systémim () () a (()), které jsou, jak
vidno, korektné uzavorkované. Zadné dalsf korektnd uzavorkované systémy
slozené ze 4 zavorek neexistuji. Z obrazku Knuthova stromku fadu 8 (na
s. 73) tak muze vy¢ist, Ze existuje celkem 14 korektné uzavorkovanych
systému.

Tim vSak problematika zavorkovych systému kodovanych pomoci Knu-
thovych stromkt nekonéi. Da se naptiklad ukizat, Ze prvky, které jsou na
konci Fadki, jsou lezikograficky usporddané.'” Knuthiv stromek proto ve
svém kmenu obsahuje korektné uzévorkované systémy v lexikografickém
uspofadani.

4. Heslovité dalsi souvislosti

Spektrum souvislosti Knuthovych stromki s riznymi informatickymi a
matematickymi vysledky nebylo v predchozich sekcich zdaleka vycerpéno.
V Knuthovych stromcich je také zajimavym zptsobem kédovan Catala-
nuv trojiuhelnik zavedeny Svycarskym matematikem Leonhardem Eulerem
(1707-1783),'9) ktery ma rozliéné aplikace zejména v kombinatorice. Déle
se pomoci Knuthovych stromkt fadu n a pomoci takzvané Hanselovy vlast-
nosti [2] daji velmi elegantnim zptsobem vy¢islovat monotonni booleovské
funkce o n proménnych.

Podrobny popis téchto témat by vSak ¢inil ¢lanek p#ilis dlouhym. Zvi-
davého ¢tenare tedy odkazuji na pfislusnou kapitolu ¢tvrtého svazku The
Art of Computer Programming [4]. Zaroven s tim vyjadiuji zavazek vra-
tit se nékdy v budoucnosti ke zminénym tématim ve volném pokracovani
tohoto textu.

Zaveér

Ctenafi dluzim jedno vysvétleni. Autorem popsaného usporadéani viech
bitovych Tfetézcti konecné délky neni Donald Knuth, ale nizozemsti mate-
matici N. G. de Bruijn, C. van Ebbenhorst Tengbergen a D. Kruyswijk.

15) Definici lexikografického uspofadani uvadét nebudeme. Pouze poznamename, Ze je
pouzito napftiklad pro usporadéani slov ve slovnicich. Prvky, které jsou nejvice napravo
v jednotlivych fadcich Knuthova stromku fadu 4, to znamena 1010, 1011, 1100, 1101,
1110, 1111, jsou proto uspofadané stejné jako by byly ve slovniku uspofadana slova
BABA, BABB, BBAA, BBAB, BBBA, BBBB (nulu jsme nahradili pismenem A, jed-
ni¢ku pismenem B).

16) A¢ definovany Eulerem, je Catalantv trojihelnik pojmenovany po belgickém ma-
tematikovi Eug?novi Catalanovi (1814-1894).
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Kdyz se v8ak podivame do jejich kratkeé, t¥istrankové publikace [1], ze které
Knuth vychéazi, zjistime, Ze v ni neni fe¢ o vSech bitovych fetézcich, nybrz
o vSech délitelich daného pfirozeného éisla. Vztah mezi bitovymi Fetézci
a déliteli je celkem zjevny, byl to ovSsem az Knuth, ktery si ho uvédomil.
Také usporadani do schématu podobného vano¢nimu stromku je Knutho-
vym napadem (i kdyZ také do urc¢ité miry vychéazi z prace de Bruijna a jeho
dvou kolegti). Knuth sam, jak jsme jiz uvedli v ivodu, nazyva tato sché-
mata Christmas tree patterns. Pojmenovani , Knuthovy stromky® jsem
zvolil pravé kvili pfinosu Donalda Knutha do této oblasti informatiky.

Rychlé ¢tenf tohoto textu by mohlo v leckterém ¢étenati navodit pred-
stavu, Ze je ¢lanek pouze strohym (misty moZna i ponskud nudnym) po-
pisem Knuthovych stromki a jeho vlastnosti. Moji motivaci v8ak bylo
predevsim ukéizat provazanost Knuthovych stromki s nékolika klasickymi
vysledky z pomérné vzdalenych oblasti informatiky a matematiky. Praveé
provazanost riznych oblast{ — mnohdy zcela necekana, a proto i prekva-
pivad — je pro zminéné védni obory pfizna¢na a ¢ni tak jejich studium
neoby¢ejné poutavym.
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