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Zajimavé matematické tlohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy
a uvadime zadani dalsi dvojice uloh. Regenf novych tloh 265 a 266 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 31. 3. 2021 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
viak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.
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Uloha 265
V pravothlém trojuhelniku ABC s pieponou BC' ozna¢me [ stied kruz-
nice jemu vepsané. UrCete obvod tohoto trojihelniku, jestlize je dano

|AT| = /72 a |BI| = v/232.
Josef Tkadlec

Uloha 266
Urcete vSechny dvojice (m,n) pfirozenych ¢isel, pro néz plati
m+ s(n) =n+ s(m) = 2020,
kde s(a) znagi ciferny soucet pfirozeného ¢isla a. 5
Jaroslav Svrcek

Nyni uvadime feSeni tloh 261 a 262, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
druhém ¢isle aktualniho (29.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 261
Dokazte, ze desitkovy zapis nékteré prirozené mocniny ¢isla 2021 za¢ina

Resend. Uvazujme (aspoil ¢tyfmistné) ¢islo a, poCet ¢islic a je roven 1 +
+ |log a], kde log je dekadicky logaritmus a |z cela ¢ast realného &isla .
Toto ¢islo bude zacinat ¢tyic¢islim 2020, pravé kdyz

2020 - 10823 < ¢ < 2021 - 10082 =3

tedy prave kdyz log 2,020 < {loga} < log2,021, kde {z} =z — |z] € (0;1)
je tzv. desetinnd cdst Cisla x.
Ozna¢me

1
_ 1 (= 4653
" Log 2,021 — log 2,020J 1 )

z vlastnosti celé ¢asti pak plyne

2020

1
— < 1og2,021 —log 2,020 = — log ——.
n< 0g 2,0 0g 2,020 0g2021

Podle Dirichletova principu existuji mezi n + 1 &isly {log2021'} =
= {i-log2021} pro i € {1,2,...,n + 1}, dv& ¢isla k, m, kK > m, pro

né&z absolutni hodnota rozdilu je mensi nez 1/n. (Zfejmé pro rizna cela
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k, m z iracionality &isla log2021 plyne {log2021%} # {log2021™}.) Bez
Gjmy na obecnosti dale predpokladejme

1
—— < {klog2021} — {mlog 2021} = {(k —m)log2021} <0
n

(jinak budeme uvazovat &isla k = n+2—m, m = n+ 2 — k). Pfi oznaceni
L = |(k—m)log2021] > |log2021| = 3 proto déale uzitim nerovnosti plati
2020 1

< L+ {(k—m)log2021} = (k — m)log2021 < L + 1.
Uzitim rostouci exponencialni funkce se zédkladem 10 dostaneme

2020

5001 105+t < 2021%—™ < 101+

a odkud vynasobenim 2021 mame
2020 - 10Xt < 2021 ™+ < 2021 - 105+,

z ¢eho plyne, Ze &islo 2021F~™+1 zagina étyicislim 2020.

Pozndmka. Pomoci poé¢itate muZeme ovérit, Zze pét nejmensich mocnin
¢isla 2021, zaginajicich Gtyicislim 2020, je 20212570, 20217744, 202110313
202115484 202118056 Dale kromé jiz vyjadieného &isla n = 4653 miizeme
experimentovanim s pocitacem zjistit, ze feSeni vyhovuji napiiklad k& =
2570, m = 1 (resp. vSechny dvojice k a m ligici se o 2569) a L = 8491.
Cislo 20212570 je tedy zapsano pomoci 8496 &slic.

Spravné feseni zaslali Jozef Mészdaros z Jelky, Adam BlazZek z G v Plzni,
Mikulagské nam., a Karel Stehlik z GChD v Praze 5, Zborovska 45.

Uloha 262
Je dan tétivovy c¢tyrtuhelnik ABCD. Kruznice, ktera prochéazi vrcholy
A a B daného ¢tytuhelniku, protiné jeho uhlopricky AC, BD po fadé ve
vnitfnich bodech K, L. Polopfimky AL a BK protinaji kruZnici opsanou
¢tyFahelniku ABCD po fadé v bodech P (P # A) a Q (P # Q # B).
Dokazte, ze pfimky C'D a PQ jsou rovnobézky.
Jaroslav Svrcek
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Reseni. Nejdfive si uvédomme, ze pokud priisecik S thlopiicek ¢tyiahel-
niku lezi vné kruZnice kap prochéazejici body A, B, potom body K a L
jsou vnitinimi body stran trojihelniku ASB a tedy body P a @ lezi po
fadé uvniti oblouki BC a DA kruZnice k opsané ¢tyiuhelniku ABCD
neobsahujicich jeho jiné vrcholy. V piipadé, Ze bod S lezi na kruznici kxp
plati @ = D a C' = P, tedy tvrzeni tlohy zfejmé plati. Kone¢né, pokud
bod S lezi uvnitt kruznice kp, potom body P a @ lezi na oblouku C'D
kruZnice k neobsahujicim body A, B.

K tomu, aby pfimka PQ byla rovnobéZna s piimkou CD tedy staci
ukazat, ze |CP| = |QD|. Tétivovy ¢tyfahelnik s vrcholy Q, P, C, D je pak
(rovnoramenny) lichobéZnik se zdkladnami CD a PQ, nebo pravoihelnik.
Aby platila rovnost |CP| = |@QD], staci dokazat, ze uhly PAC a DBQ
jsou shodné. To v8ak plati, nebot uhly LAK a LBK se s nimi po fadé
shoduji, a sou¢asné jsou shodnymi obvodovymi thly na kruznici kap.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Jozef Mészdaros z Jelky, Amdlie Dostalikovd, Anna Pechdckovd, Ven-
dula Onderkovd a Adam Zemdnek, vSichni z GJS v Prerové, David Ka-
mensky z GalJS v Breclavi, Piotr Kulisz ze ZSOT v Lublinci, Adam Mendl
z GPdC v Tébote, Zdenék Pezlar z G v Brné, t¥. Kpt. Jarose, gtépa’n
Postava z GMK v Bilovci a Michal Vosyka z BG ve Zd'aru nad Sézavou,

Pavel Caldbek
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