Pod’ akovanie
Prispevok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0265/17 , Formativne
hodnotenie vo vyu¢be prirodnych vied, matematiky a informatiky*.
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Zajimavé matematické tlohy

Uverejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy
a uvadime zadani dalsi dvojice tuloh. Regenf novych tloh 263 a 264 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2020 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
v8ak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.
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Uloha 263
Najdéte vSechny funkce f: N — N, které maji pro kazdé pfirozené
¢islo m nasledujici vlastnost: pokud oznacime dy, ds, ..., d, vSechny déli-
tele ¢isla m, plati f(d1) + f(d2) + ...+ f(d,) = m.
Pavel Caldabek
Uloha 264
Tti bohatyti bojuji s drakem Gorynyc¢em. Ilja Muromec kazdym svym
uderem mece setne drakovi polovinu jeho hlav a k tomu jesté jednu. Dob-
ryfia Nikiti¢ kazdym svym tderem odetne drakovi tfetinu jeho hlav a
k tomu jesté dvé. Aljosa Popovi¢ utne kazdym svym tderem drakovi ¢tvr-
tinu jeho hlav a k tomu jesté t¥i. Bohatyti bojuji s drakem v poradi, které
si sami zvoli. Pokud Zadny z bohatyri nemtZze utit drakovi hlavy (nebot
pocet hlav by nebyl celo¢iselny), Goryny¢ tii bohatyry sezere. Rozhod-
néte, zda bohatyii mohou stit v8echny hlavy draku Gorynycovi, ktery ma

|
29! hlav. pirevzato ze soutéZe Turnaj mést

Déle uvadime feseni tiloh 259 a 260, jejichz zadani jsme zvefejnili v prv-
nim ¢isle tohoto (29.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 259
Uréete predposledni &islici desitkového zapisu éisla 112920,
Viadimir Vanék

Resend. V nasledujici tabulce vypisme nékolik prvnich mocnin &sla 11.

n 1 2 3 4 5 6
11™ | 11 | 121 | 1331 | 14641 | 161051 | 1771561

Na jejim zékladé muzeme vyslovit hypotézu: Posledni ¢islice libovolné
mocniny ¢isla 11 je 1 a pokud pfedposledni ¢éislice n-té mocniny je a, potom
predposledni ¢islice nasledujici (n + 1)-mocniny je a + 1 (mod 10).

Tuto hypotézu nyni dokdZeme matematickou indukei. Z tabulky vidime,
7e toto tvrzeni plati plati pro n = 1 (a také pro n = 2,3,4,5). Nyni
predpokladejme, Ze n-t4 mocnina ¢isla 11 konéi &islici 1 a ma predposledni
¢islici a, plati tedy 11™ = 100b+10a+1, kde a je Cislice a b je celé nezadporné
¢islo. Potom

11" = 11" . 11 = (1000 + 10a + 1) - 11 = 100(11b + a) + 10(a + 1) + 1.
Odtud vidime, Ze posledni ¢&islici (n + 1)-mocniny je 1 a pokud a je &islice

mensi nez 9, potom posledni &islici tohoto ¢&isla je a + 1, pokud a = 9, tak
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posledni ¢&islici této mocniny je 0. V obou piipadech je tedy posledni &islici
(n+1)-mocniny &sla 11 &slice a+1 (mod 10). Podle principu matematické
indukce tak tvrzeni plati pro vSechna pfirozena ¢&isla n.

Jelikoz piedposledni &fslice ¢isla 111 je 1, z dokdzaného tvrzeni plyne,
ze predposledni ¢&islice ¢isla 11™ se shoduje s posledni ¢&islici ¢isla n. Proto
¢islo 112020 m3 piedposledni &islici stejnou jako je posledni &islice &isla
2020, tedy ¢islici 0.

Jiné Feseni. Podle binomické véty plati

112020 — (10 4 1)2020 —

2020 2020 2020
— 102020 102019 4 ... 102 104+ 1.
0 + 1 0 + -t 1998 0" + 1999 0+

Séitance posledniho souctu, které obsahuji mocniny desitky vétsi nez 1,
nemaji vliv na posledni a predposledni &islici dané mocniny. Odtud tak
vidime, Ze posledn{ ¢&islice této mocniny je 1 a jeji pfedposledni ¢&islice je
shodna s posledni ¢islici ¢isla (?838) = 2020, coz je 0.

Spravné teseni zaslal Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jdachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky a Piotr Kulisz ze ZSOT

v Lublinci (Polsko).

Uloha 260
Krychle ABCDA’B’C'D’ je slozena z osmi jednotkovych krychli. Kolika
zpusoby ji miZeme rozdélit na dvé souvislé ¢asti, které jsou také slozené
z jednotkovych krychli (jednotkové krychle v souvislych ¢astech sousedi
aspoi jednou celou sténou, na poradi ¢asti nezalezi)? (Oznacime-li jednot-
kové krychle podle vrcholti, které obsahuji, pak piikladem dvou rtznych
déleni jsou {A, A’}, {B,C,D,B',C',D'} a{B,B'}, {A,C,D,A’,C'", D'}
Tomds Holan

Reseni. Uvazujme nésledujici moznosti dle toho, kolik jednotkovych krychli
obsahuji uvazované souvislé ¢asti.

a) Jedna souvisla ¢ast obsahuje jednu jednotkovou krychli, druha ob-
sahuje (souvislych) 7 krychli. Souvisla ¢ast obsahujici jedinou jednotko-
vou krychli je jednozna¢né uréena vrcholem piivodni krychle 2 x 2. Kazda
krychle ma 8 vrcholu, takovych déleni tak bude pravé 8.

o
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b) Jedna souvisla ¢ast obsahuje dvé jednotkové krychle, zbyvajici sou-
visla ¢ast obsahuje 6 jednotkovych krychli. Dvé jednotkové krychle tvofi
souvislou ¢ast, pokud lezi u jedné hrany ptvodni krychle 2 x 2, zbyvaji-
cich 6 krychli pak také tvofi souvislou ¢ast. JelikoZz ma krychle 12 hran,
takovych déleni existuje pravé 12.

i

¢) Jedna souvisla ¢ast obsahuje tii krychle, druha 5 krychli. Souvisla
¢ast krychle slozena ze t¥i jednotkovych krychli lezi v jedné sténé ptvodni
krychle, tvoi{ pismeno ,L“ a je jednozna¢né urcena jednotkovou krychli
ve ,zlomu* pismena ,,L.“. Zbyvajicich p&t krychli pak nutné tvori také sou-
vislou ¢ast. Krychle ma 6 stén, kazda sténa ma 6 vrchol, proto souvislou
¢ast obsahujici 3 jednotkové krychle muzeme vybrat pravé 6 x 4 = 24

zpusoby.

d) KaZzda ze souvislych ¢asti obsahuje pravé 4 krychle. Nasledujici ahahy
déle rozdélime podle toho, jak k souvislé ¢asti slozené ze t¥i jednotkovych
krychli (podle pFedchazejiciho bodu tvoii ,L“ lezici v jedné sténé) piidame
¢tvrtou jednotkovou krychli.

(1) Ctvrtou jednotkovou krychli pridame ke koncové krychli ,L“ tak, Ze
vSechny ¢tyti krychle tvori sténu puvodni krychle 2 x 2. Potom zby-
vajici jednotkové krychle tvori také souvislou sténu pivodni krychle.
Tato souvisla ¢ast je jednozna¢né urcena sténou krychle. Krychle ma
6 stén, ovSem obé souvislé ¢asti jsou nerozliSitelné, proto existuji
celkem 6 : 2 = 3 takova rozdéleni krychle.

(i) Ctvrtou jednotkovou krychli pridame ke koncové krychli ,L¢ tak,
ze v8echny ¢tyti krychle tvori ,,prostorového hada‘“. Zbyvajici ¢tyfti
krychle tvor{ také souvislého ,hada“. Kazdy takovy ,had“ je jedno-
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znacné urcen prvni a posledni dvojici krychli, tyto dvojice urc¢uji mi-
mobézné hrany krychle. Krychle méa 12 hran, ke kazdé hrané existuji
pravé 4 mimobézné hrany (dale 4 riznobé&Zné a 3 rovnobézné), dvo-
jice mimobé&Zznych hran urc¢ujicich ,,hada“ jsou nerozlisitelné a vznikli
souvisli ,,prostorovi hadi“ jsou také nerozliSitelni, existuje tak celkem
(12-4) : (2-2) = 12 takovych rozdéleni krychle.

- =

(iii) Ctvrtou jednotkovou krychli pFidame ke stiedni krychle ,L¢. Zby-
vajici ¢tyfi krychle také tvori stejnou souvislou ¢ast. Kazda takova
¢tverice krychli je jednozna¢né uréena krychli ,,uprostied®, ktera svou
sténou souvisi s kazdou ze zbyvajicich t¥i krychli. Tato prostfedni
krychle je jednozna¢né urcena jednim vrcholem ptvodni krychle.
Krychle ma 8 vrcholid, dvé vzniklé ¢asti o 4 vrcholech jsou neroz-
lisitelné, existuji tak 8 : 2 = 4 takova déleni krychle.

P4

Pocet déleni krychle na souvislé ¢asti o ¢tyfech krychlich je tak roven
3+12+4=19.

Celkem proto existuje
8+12+24+19 =63

déleni krychle na dvé souvislé ¢asti.

Spravna feSeni zaslal Karol Gajdo§ z Trnavy. Netuplné feSeni zaslali
Anton Hndth z Moravan a Jozef Mészdros z Jelky.

Po uzavérce minulého ¢isla jesté redakce obdrzela spravna reSeni uloh
257 a 258 od Jozefa Mészdarose z Jelky.

Pavel Caldbek
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