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Polynomicko-exponencidlnimi diofantovskymi rovnicemi rozumime ta-
kové diofantovské rovnice, v nichz celo¢iselné neznamé maji zpravidla cha-
rakter proménnych daného polynomu s celo¢iselnymi koeficienty a expo-
nent dané exponencidlni funkce se zdkladem a, kterym je pfirozené ¢islo
vétsi nez 1. V tomto prispévku se zamérime zejména na metodu faktorizace
(daného polynomu), ktera se s vyhodou pouziva pfi FeSeni nejjednodussich
rovnic uvedeného typu, tj. rovnic s celo¢iselnymi neznamymi z, y ve tvaru

1,
P(z) =aY,
kde P(z) je dany polynom s celoéiselnymi koeficienty a a je pfirozené éislo
vétsi nez 1.
Priklad 1
Urcete vSechny dvojice (x,y) celych ¢isel, které vyhovuji rovnici
z? =2Y.
Reseni: Ze zadani je patrné, ze pokud uréita dvojice (x,y) celych ¢isel je
feSenim dané rovnice, pak i dvojice (—z,y) je FeSenim této rovnice. Déle si
uvédomme, Ze y je celé nezdporné ¢islo, nebot vyraz na levé strané rovnice

nabyva vyhradné nezapornych celociselnych hodnot. Snadno se konecné
vidi, Ze = 2%, kde k je vhodné celé nezaporné ¢&islo. Plati tudiz

1’2 — (2k)2 _ 22k _ 2y7

Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020 1



a tedy y = 2k. Zkouskou se snadno presvédcime, Ze vSechny dvojice
(x,y) = (2%,2k), kde k je libovolné celé nezaporné &islo (jedna se o tzv.
jednoparametricky systém feSeni), vyhovuji dané rovnici.

Zdvér. Resenim dané tlohy jsou viechny dvojice celych &isel ve tvaru
(z,y) = (£2%,2k),

kde k je libovolné celé nezaporné cislo.

Priklad 2
V oboru celych ¢isel feste rovnici

3x? = QvT4 _ gvt2,

Reseni: Ze zadéni je patrné (podobné jako v pifkladu 1), %e pokud ur-
¢itd dvojice (x,y) celych ¢isel je FeSenim dané rovnice, pak také dvojice
(—,vy) je FeSenim této rovnice. Vytknutim 2¥+2 na pravé strané rovnice a
naslednou tipravou dostaneme bezprostfedné

x? = 2vt2,

Zavedenim substituce z = y 4 2 dostavame analogickou rovnici jako v pre-
deslé tloze. S ohledem na jeji feSeni a vzhledem k pouzité substituci
(y = 2—2) jsou feSenim dané rovnice viechny dvojice (z,y) = (£2*,2k—2),
kde k je celé nezaporné c¢islo. Po zdméné parametru k za k + 1 dojdeme
k nésledujicimu zavéru: (z,y) = (£28+1 2k), kde k je libovolné celé ¢islo
vétsi nebo rovno —1.

Zdvér. Resenim dané tlohy jsou vSechny dvojice
(z,y) = (2", 2k),

kde k je libovolné celé ¢islo vétsi nebo rovno —1.

Pii feseni nasledujicich tloh bude uplatnéna metoda faktorizace daného
polynomu P(z) s celo¢iselnymi koeficienty, kterd byla zminéna v tivodnim
odstavci ¢lanku.

Priklad 3
V oboru celych ¢isel feste rovnici

l+az+2*+2°=2v.
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Reseni: Podobné jako v prvni tloze vidime, Ze x a y jsou celd nezaporna
disla, nebot vyraz na levé strané rovnice musi nabyvat nezdpornych celo-
¢iselnych hodnot. Levou stranu rovnice lze pfepsat do souc¢inového (fakto-
rizovaného) tvaru (1 + 2)(1 + 22). Danou rovnici pfepiseme ve tvaru

14z)(1+2%) =2v=2m.2",
kde m, n jsou celd nezaporna ¢isla, m +n =y, m < n. Zfejmé plati
0<1l+az<1+2?

tudiz 1 + 2 = 2™, 1 + 22 = 27, a proto hodnota 1 + z musi délit hodnotu
1 + 22. P¥itom plati

241 21 +2 2
i :(a: )+ =r—1+—-".
r+1 r+1 r+1

Odtud plyne, Ze zlomek 2/(z+ 1) musi nutné nabyvat celo¢iselné hodnoty.
Pfipustnymi hodnotami z jsou pak ¢isla z mnoziny {—3,—2,0,1}. Postup-
nym dosazenim za x do rovnic 1 +x = 2™, 1422 = 2" ziskdme dvé& FeSeni
(m,n) = (0,0) prox =0a (m,n) = (1,1) pro x = 1.
Zdvér. Dand tloha mé pravé dvé feseni, a to (x,y) € {(0,0),(1,2)}.
Podobneé lze fesit i nasledujici dlohu.
Priklad 4
V oboru celych ¢isel feste rovnici

l+z+a?+2° +at +2° +2% +27 =2v.
Reseni: Danou rovnici postupné upravime do tvaru
A+z+22+2)+ @+ +2+2) =1+ +22 +23) (1 +2*) =
=1 +2)(1+2?)(1 +2*) =2v,

Uvédomme si, Ze y je celé nezéporné ¢islo, nebot vyraz na levé strané je
celé ¢islo. Plati tedy 0 < 1+ < 1+ 22 <1+ 2* a dand rovnice prejde do
tvaru

(1+2)(1+2?)(1+a2t) =2v=2P.27.2",
Odtud 1+ = 2P, 1 + 22 = 29 a 1 + 2* = 27, kde p, ¢, r jsou celd
nezapornd &sla, p < ¢ < r ap+ q+r = y. Proto &slo 1 + 22 musi byt
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délitelné ¢islem 1 + z (dale ¢islo 1 + 2% musi byt délitelné ¢islem 1+ z a
rovnéz ¢islem 1 + 22). Tedy, opét jako v piedchozim piiklads, uvazujeme
podil (#2+41) : (x+1), ktery nabyva celo¢iselnych hodnot  pouze pro ¢isla
z mnoziny {—3, —2,0,1}. Postupnym dosazenim téchto hodnot x do rovnic
1+2=2P 1+22=291+2*=2" ziskdme dvé feseni (p,q,r) = (0,0,0)
prozx=0a (p,q,r)=(1,1,1) pro z = 1.
Zdvér. Dand tloha mé pravé dvé feseni, a to (x,y) € {(0,0),(1,3)}.
Piiklad 5 (XVIII. Matematicky duel, 2010)

Urcete vSechny dvojice (a,b) ptirozenych éisel spliiujici rovnici

9% = b + 17.

Reseni: Danou rovnici postupné prepiseme do tvaru

9 —b? =32 —b* = (3%)* = b? = (3" = b)(3" +b) = 17.

Protoze 3% +b > 0, musi byt i 3 — b > 0. S ohledem na nerovnost
3% — b < 3% + b plati

3" —b =1, (1)

3% 4 b = 17. 2)
Odeétenim (1) od (2) dostdvame bezprostiedné b = 8 a nasledné a = 2.
Zdver. Uloha m4 tedy jediné feseni (a,b) = (2,8).

Piiklad 6 (VI. Matematicky duel, 1998)
V oboru celych ¢isel feste rovnici

z® + 142% — 51z = 10V.
Resent: Rovnici nejprve upravime do tvaru
x(x+17)(x — 3) =2Y . 59,

Stejné jako v pfikladu 3 snadno vidime, Ze = a y jsou celd nezaporna ¢isla.
Hodnota (x 4 17)(x — 3) mé jinou paritu nez x. Musi tudiZ nastat pravé
jedna z moznosti:

(i) a=5™, kde m je celé ¢&islo, m <y
(ii) (z+17)(x —3) =5", kde n je celé ¢&islo, n <y
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ad (i) Pokud & = 5™, pak ¢isla x +17 = 5™ +17 a x —3 = 5 — 3 nejsou
délitelna 5. Musi tedy platit (z + 17)(z — 3) = 2¥ a soucasné z = 5Y. Pro
kazdé celé cislo x navic plati z + 17 > x — 3, nutné tedy musi byt ¢islo
x + 17 délitelné ¢islem x — 3. Plati tak
r+17 (r—3)+20 20

= 1 .
z—3 r—3 +x—3

Cislo = miiZze proto nabyvat celo¢iselnjch hodnot pouze pro ¢&sla z mno-
Ziny {-17,-7,-2,-1,1,2,4,5,7,8,13,23}. Souc¢asné musi byt z mocni-
nou ¢isla 5. Vyhovuji tedy pouze ¢isla 1 a 5. Dosazenim « = 1axz =5
do vztahu (x + 17)(z — 3) = 2¥ vS8ak nedostaneme zadné vyhovujici celé
¢islo y.

ad (ii) Podobné jako v pfipadu (i) zjistime, Ze x muZe nabyvat pouze
hodnot z mnoziny {—17,-7,-2,-1,1,2,4,5,7,8,13,23}. Jelikoz 5 je pr-
vocislo, vyrazy = + 17 a © — 3 musi byt mocninami ¢isla 5. Uvedenym
podminkdm vyhovuje pouze jedno ¢islo z, tj. * = 8 a jemu odpovida
y = 3. (Zkouska byla provedena, podobné jako v predeslych piikladech,
postupnym dosazovanim.)
Zdvér. Jedingm Fesenim dané tlohy je dvojice (z,y) = (8, 3).

Na zavér uvadime ryze exponencialni diofantovskou rovnici, v niz figu-

ruji celoCiselné neznamé vyhradné v exponentech dvou mocnin o riznych
zakladech.

Priklad 7
V oboru celych ¢isel feste rovnici

3" =2"+5.

Reseni: Ze zadani je patrné, ze exponenty m, n v dané rovnici jsou cel4
nezaporna ¢isla. Dale rovnici pfepiSeme do tvaru

3N —1=2"+4. (3)
Odtud vidime, ze 3™ > 5, tj. n > 2. Plati tudiz
2" +4=3"-1>32-1=38,
tedy 2™ > 4, tj. m > 2.
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Protoze 3" —1 = (3—1)(3""1 +3""2 + ... +3+1), rovnici (3) nésledné
upravime do tvaru

23" 43" 434+ 1) =2+ 4 =222""2 4 1),

tudiz 2 | (3" 1 +3""2 4+ ...+ 3+ 1) a n musi tedy byt sudé é&islo (n = 2k,
kde k je pfirozené ¢islo). Rovnici (3) nyni pfepiSeme do tvaru

3% 1=2m44=222""2 4 1)

a upravime

3 1= -1 () + (3 2+ 432+ 1) =422 +1).
Po snadné tpravé ziskdme rovnici

2((B)F 4+ (3 2+ 432 4+1) =2" 2 41, (4)

z niz plyne, Ze leva strana rovnice (4) je délitelnd dvéma. Totéz musi
splnovat i prava strana. To vSak nastane, pravé kdyz m = 2, a tedy n = 2.
Zdver. Uloha m4 jediné feseni, a to (m,n) = (2,2).

K procviceni této problematiky uvadime trojici nefeSenych tloh, které

navazuji na feSeni predchazejicich tloh; Ize je Tesit uzitim metody faktori-
zace.
Priklad 8
V oboru celjch éisel feste rovnici 1 + = + 22 + 22 + 2% + 25 = 2v.
[Reseni: (z,y) = (0,0).]
Priklad 9
Reste rovnici n® + 8 = 2™, kde m,n € Z.
Ndvod: Danou rovnici piepiSeme do tvaru (n + 2)(n? — 2n +4) = 2™ a
dale ji lze Fesit podobné jako priklad 4.
[Reseni: (m,n) € {(3,0), (4,2)}.]
Priklad 10 [KoMaL, Vol 69/5, 2019, C. 1546]
Reste rovnici 22 — 182 4 80 = 2Y, kde z,y € Z.
Ndvod: Rovnici lze pfepsat do tvaru (z — 8)(x — 10) = 2¥ a ddle Fesit

podobné jako priklad 3.
[Resent: (,y) € {(6,3), (12,3)}

6 Matematika — fyzika — informatika 29 (1) 2020



