posty a jiné u mést na okrajich. A kolik bude celkem potieba aut? I kdyby
kazdé auto obsluhovalo jen jediné mésto, vystacili bychom s 1024 auty, to
by bylo mnohem lep$i feSeni neZ to minulé s dvojicemi mést. A protoZe na
dopravu z centralni posty do centralni posty nepotfebujeme auto, tak jen
1023. Stihne se to? To umime spocitat. ..

Zavér

K feseni tulohy potifebujeme nejenom znalosti a schopnost pocitat, ale
potfebujeme také napady, tvofivost, pFedstavivost, fantazii. Odbornici [1]
fikaji, ze to jsou dva razné zpusoby premysleni, a Ze je dobré je nemichat
a nejdiive vymyslet napady, a pak teprve propocitavat a zlepsovat. Tak
to zkuste a pokud vymyslite néjaké FeSeni, at uz sami nebo s kamaradem
nebo ve skole za pomoci svého uclitele, spocitejte, kolik potiebujete aut,
popiste ho a poslete ndm ho, zvefejnime ho.

Literatura
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Pes Elvis a pirati

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budgjovice

Budeme se zabyvat tlohou, ktera 1éta setrvavala v ucebnicich bez vétsi
pozornosti ¢tenaif a pak se z ni stal hit. Obecné ji 1ze zformulovat takto:

Uloha 1. Je dan pravouthly trojthelnik ABQ s pfeponou AB. Na piimce
p = AQ volime bod X . Bodovy objekt M se po pfimce p pohybuje rychlosti
v a po usefce BX rychlosti u < v.

Urcete polohu bodu X tak, aby byl celkovy ¢as pohybu bodu M z A
do B po lomené ¢are AX B minimalni.
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Ulohu, i svého psa Elvise, proslavil roku 2003 T. J. Pennings ¢lankem
[5]. Pes Elvis mél za tkol aportovat mi¢ vhozeny do jezera. Bézel z A do X
po biehu a pak plaval k mi¢i do mista B. Pennings opakovanym méfenim
zjistil, Ze pes volil body X blizko polohy odpovidajici minimalnimu ¢asu.

Odezva byla velkd. Vyskytla se riizné feSeni tlohy i jiné uvahy. Prispé-
vek [6] A. Slavika mne podnitil ke vzpominkdm a nésledujicim dvaham.

Komentar k nasledujicim fesenim

Oznac¢ime a = |AQ|, b = |BQ|, = |QX]| a t celkovou dobu pohybu.
Vysledky se nezméni, probiha-li pohyb v obraceném sledu. Ve vSech te-
Senich tedy pfedpokladame, Ze se objekt M nejprve pohybuje rychlosti u
z B do X a pak rychlosti v > u z X do A (obr. 1).

Bod X budeme hledat na polopfimce QA. Pro ostatni situace je totiz ¢
vétsi nez doba pohybu po trajektorii BQA.

Pro relativné malé hodnoty a odpovida nejrychlejSimu pfemisténi volba
X = A, tedy pohyb rychlosti u z B do A. Takové situace vylouc¢ime pied-

pokladem
avv? —u? > bu, (1)

jenz plyne z nize nalezenych vztahu (6) a (7).

A v X/ x O
1 a Y

Obr. 1 K dloze 1 pro pohyb z B do A pres X

Metoda diskriminantu

Je to standardni a uZite¢nd metoda. Podrobnéji je popséna napf. v [7].
Skoda, Ze se na ni v posledni dobé zapomina. Mezi ohlasy na ¢lanek [5] ji
snad nikdo nezminil. Pouzijeme ji nyni k feseni nasi alohy.

Ozna¢me tpyx dobu pohybu z B do X a tx4 dobu pohybu z X do A.
Pro celkovou dobu pohybu ¢t = tgx + tx 4 snadno nalezneme

/52 2 _
‘= u—&-x +avx (2)
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a odtud ekvivalentni vztah

(tvfa)+x:§\/b2+z2, (3)

ktery pokladdme za rovnici s nezndmou x € (0,a) a parametrem ¢ > 0.
ODbé strany rovnice (3) jsou kladné, nebot

tv =vipx +vtxa > utpx +vixa = |BX| + |XA| > a.

Umocnénim a dal$imi ekvivalentnimi tpravami obdrzime kvadratickou

rovnici
Ex? + Fx+ G =0, (4)

kde
b2v?

E:v——l, F=-2(tv —a), G:?—(tv—a)z. (5)

Rovnice ma realné feseni, prave kdyz je jeji diskriminant nezdporny.

Tedy prave kdyz plati F? > 4EG. Po dosazeni ze vztahti (5) a ekvivalent-

nich tpravach odtud obdrzime

Vyrazy v obou zavorkach posledniho vztahu jsou kladné. Po jeho od-

mocnéni nakonec zjistime, ze

Za podminky (1) tedy minimalnimu ¢asu

a 02
tmin = — -/ = -1 6
v + vV u? (6)
odpovida dvojnasobny kofen rovnice (4)
F(tmin) b
tmin) = — = . 7
ltmin) = =52 = 7)
2 -
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Pirati v Rozhledech matematicko-fyzikalnich

Na pocatku devadesatych let nastala krize ve vydavani casopisu Roz-
hledy matematicko-fyzikalni. Jako autor zacatecnik jsem tehdy napsal pro
Rozhledy nékolik ¢lankt na podporu rozvoje matematickych talenti, mezi
nimi téz [3] a [4].

Prvni z nich seznamoval s metodou diskriminantu. Druhy jsem zaméril
na vyuzivani relativni rychlosti. Kromé jiného mne k tomu inspirovalo i
Feseni tlohy 2 uvedené v publikaci [8].

Uloha 2. Po dvou na sebe kolmych piimjch cestich jdou dva chodci,
jeden rychlosti u, druhy rychlosti v. Kdyz byl prvni chodec v priseciku
obou cest, zbyvalo druhému jesté d kilometrd do tohoto mista. Urcete
nejmensi vzdalenost obou chodci.

Reseni (podle [8]). Na obr. 2 vlevo je zndzornéna pocatecni situace. Vzhle-
dem ke vztazné soustavé pevné spojené s druhym chodcem se prvni cho-
dec pohybuje relativni rychlosti W=1u- 7, tedy po pfimce p na obr. 2
vpravo, kdezto druhy chodec setrvava v misté B.

A U

Obr. 2 Reseni tlohy 2

Nejkratsi vzdalenost chodcti je tedy @ = |BC|, kde C je pata kolmice
z B na p.
7 podobnych pravothlych trojihelniki ABC a PM L dostavame

x u
- = —, ’LU:‘/’U/2+’U2

d w

a odtud
d

V1t
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Za touto tlohou nésleduje v [8] nefesend tloha 1 ve formulaci ,,Chodec
jde z A do B nejprve po piimé cesté a pak mensi rychlosti po louce. ..

Hledal jsem analogické feSeni a vypujcil jsem si na pomoc piraty ze
Stevensonova roméanu Ostrov pokladi:

Kapitan Flint mél najit bod X na pfimém rozhrani p mezi mofem a
pevninou, pres ktery by se nejrychleji dostal z lodi zakotvené v misté B
(¢lunem do X rychlosti u a pak po bfehu rychlosti v > u) k bedné se
zlatéky, jez lezela na p v misté A (obr.3).

Predstavil si, ze soucasné s nim se d& do pohybu po pfimce p jeho
druh Bill Bones, ktery mé& na pevniné stejnou rychlost chtize a nachazi
se v takovém misté C' € p, aby dorazil do X ve stejném okamziku jako
Flint a 8li pak oba (beze zmény sméru Billovy rychlosti) spole¢né k bedné.
Celkova doba jejich pohybu bude

_|BX|+|XA\_|CA\
Y v v

t

(8)

7 hlediska vztazné soustavy pevné spojené s Flintovym ¢lunem se bude
Bill béhem plavby piiblizovat k Flintovi relativni rychlosti @ = ¥ — .
Flint na zakladé zkusSenosti s prepadavanim lodi usoudil, Zze nejkratsi cel-
kové doba pohybu nastane kdyz w L @ (obr. 3).

O O—O C e -
X YXQD VY CcC P
Obr. 3 Flintova volba trajektorie

Pro plavbu tedy zvolil takovy thel o a tim i bod X € p, pro néz pfi
oznaceni podle obr. 3 plati

u

— 1 —
\/v2—u2_\/u2 B
v

T

T ()

. u u
Sine = —, resp. tga=—=
v w

(=

Posledni rovnost je v souladu s (7). Diikaz, ze pro tento bod X je ¢as t
opravdu minimélni, lze provést nasledovné.
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Kdyby Flint plul do bodu X', ktery je uvniti tisecky QX, miizeme na
useCce BX sestrojit bod R tak, aby |BR| = |BX’|. V rovnoramenném
trojuhelniku RX'B oznadime P patu vysky z vrcholu X’. Ta lezi uvnit¥
ramene BR, protoze tthel RBX' pti hlavnim vrcholu B je ostry. Sestrojme
jesté pticku RY || PX' v trojihelniku X'PX.

Pomoci podobnosti trojihelnikit XY R a DCE zjistime, ze Flint dorazi
do bodu X’ o éas t' = @ = % diive, nez do X. Zaroven si prodlouzi
cestu po biehu o délku | XX'| = |XY|+ |[YX'| > |XY]|. Celkovy cas t
bude o At = |Yf,‘ vétsi a Billovo vychozi stanovisté se na polopiimce AQ
premisti do bodu C’, jenz spliiuje vztah |[AC'| = |AC| + |Y X'|.

Analogickou tivahu pro situaci, kdy se bod X’ nachdzi uvnit¥ dsecky
AX, ponechme ¢tenari.

Geometrické reSeni

Oznac¢me ¢ rovnobézku s pfimkou p v bodé B a uvazujme umisténi
vektortt ¥ a u takové, aby B byl jejich pocateéni bod (obr. 4). Koncovy
bod V vektoru je pevné umistén na q. Koncovy bod vektoru U lezt
v pruniku kruznice k(Bj;u) s vnittkem thlu V BQ. Zvolme za néj bod U
dotyku tecny z bodu V ke kruznici k. Bod X je prusecikem pfimek p a
BU.

Rovnobézky s teénou VU vedené body X a A urcuji trojuhelniky X B
a C' DB stejnolehlé s trojuhelnikem VU B. Koeficienty téchto stejnolehlosti,

|BE| |BX]| |BC| |BD|
_ :tBX _— e —
v u v u

t, (10)
jsou zarovenn doby pfislusnych rovnomérnych pohybi. Pfitom ¢ je (v sou-
ladu s pfedchozim znadenim) celkovid doba pohybu po trajektorii BX A,
nebot ze vztahii (10) a rovnobézniku CAXE plyne

t

|BC| |BE| |EC| |BX|  |XA]
= = + = + . =tpx +1ixa.

v v v u
Ukéazeme, Ze t je minimalni.
Kazdy koncovy bod vektoru u, ktery prichazi v ivahu a je rtzny od U,
lezi v praniku kruznice & s jeji seénou s z bodu V. Polozme snNk = {Uy, Uz }.
Rovnobézky s primkou s vedené body X; a A urcuji trojthelniky F; X; B
a C'D;B stejnolehlé s trojuhelnikem VU;B (i € {1,2}). Pfitom plati
|BC'| > |BC|, nebot |[XBC'A| = |[BVU;| < |XBVU| = | BCA|.
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Obr. 4 Geometrické Feseni tlohy 1

Vyse uvedenym postupem analogicky zjistime, Ze pro doby ¢; a ty po-
hybt po trajektoriich BX;A a BXsA plati

|BC'| _ |BC|

t = tmin-

v v
Konstrukce. Trojthelnik AQB s piimkou p je za predpokladu (1) dén.
Nejprve sestrojime v poloroviné BQA tsecku BV || p délky v, nad ni pak
Thaletovu pulkruznici 7 v poloroving BV A (obr. 5) abod U € 7Nk(B;u).
Hledany bod X je prusecikem poloptimky BU a pfimky p.

V. v B
T
k(B:u)
A X 0
p

Obr. 5 Konstrukce bodu X (fmin)
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Zavér

Byly popsany tfi elementarni feSeni tlohy 1. VSechna se daji vyuzit pro
zajmovou praci se stiedoskolaky, a to i v niz8ich rocénicich. Prvni z nich
procvicuje algebraické tipravy a feseni rovnic s parametry.

Druhé feseni je z roku 1993 a vyuziva zakladni poznatky z fyziky. V roce
2017 zvefejnila trojice portugalskych matematikt v [1] postup (Cesky po-
psany v [6, str. 32]), ktery mé stejny zdklad — trojihelnik X BC pii ozna-
¢eni podle obr. 3. Portugalci na rozdil od naseho feseni zkoumali trojahel-
nik pomoci trigonometrie a zjistili, ze ¢t = tyin, pravé kdyz je thel X BC'
pravy. Toto zjisténi je ekvivalentni s Flintovou tivahou t = t,, pravé
kdyz & L .

Posledni, ryze geometricky postup je asi nejjednodussi. Jestlize je poloha
bodu X ucena priinikem kruznice k(B;u) a pfimky z vnéjsiho bodu V', pak
je prirozené hledat extrém pro situaci, kdy je pfimka te¢nou. Domnivam
se, Ze takové FeSeni ocekavali autofi publikace [8] od ¢tenaid. Prisel jsem
na né az po nynéjsSim navratu k tloze.

Ke konverzacim na téma matematickych znalosti pst dodavam: Nejleps
ndmét pro vSechny je ten, o némz nikdo nic nevi [2, s. 282].

Flint si na lodi predem vypocital tihel « a stanovil azimut, podle kterého
pak plul ve ¢élunu do mista X (¢, ). Elvis nemél p¥i vykonu svého tkolu ¢as
na vypocet, ani potfebné tidaje. Sebelepsi znalost matematické analyzy by
mu nepomohla.

.
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