Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvadime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 255 a 256 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TpXovskych verzich, pfipadné v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 255

Necht CD je vyska tupothlého trojihelniku ABC s tupym thlem pfi
vrcholu B. Kruznice s pramérem C'D protind stranu AC v bodé E a tisecku
BE v bodé F. Dokazte, ze plati

|XABE|=|XECD|+ |[XFCD,|.
Jacek Uryga
Uloha 256
Urcete, kolika rtuznymi zpusoby lze obarvit stény pravidelného osmis-
ténu osmi riznymi barvami tak, aby kazda sténa byla obarvena jednou
barvou a rtizné stény byly obarveny riznymi barvami. Obarveni ¢tyfsténu

povazujeme za stejna, pokud se shoduji v nékterém jeho otoceni.
Pavel Caldbek

Dale uvadime feseni tloh 251 a 252, jejichz zadani jsme zvefejnili v prv-
nim ¢&isle nového (28.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 251
Je dan ¢tytthelnik ABCD. Ozna¢me P, () po fadé paty kolmic z vr-
choli C, D ke strané AB. Pfedpokladejme, ze body P, @ lezi na tsecce
AB aplati |PQ| = §|AB|. Dokaite, ze |DA|+|AB|+|BC| > |AC|+|BD|.
Josef Tkadlec

Regeni. Ozna¢me R takovy bod tsecky PQ, pro ktery plati |[AQ| = |QR)|.
Jeho existence plyne z nerovnosti

1
14Q| < |AB| - |PQ| = 5|AB|.
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Trojuhelnik ARD je tak rovnoramenny se zakladnou AR. Ze vztahu
1
5 [AB| = |PQ| = |PR| +|RQ|

dale plyne
|[RP| = |PB],

tedy Ze trojuhelnik BRC' je také rovnoramenny.

C
D
- D
A Q R P B

UZitim trojthelnikové nerovnosti v trojihelniku ARC mame
|AC| < |AR| 4+ |RC| = |AR| + |BC|
a z trojihelnikové nerovnost v trojihelniku RBD dostaneme
|BD| < |DR| + |RB| = |DA| + |RB|.
Sectenim téchto dvou nerovnosti kone¢né dostaneme
|AC| + |BD| < |DA| + |AR| + |RB| + |BC| = |DA| + |AB| + | BC|,

coz jsme méli dokézat.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky,
Amdlie Dostalikovd Darian Poljak Vit Ulehla, vSichni z GJS v Pierové,
Jakub Michna a Stépdn Postava, oba z GMK v Bilovci.

Netiplné feseni zaslali Daniel Czinege a Michaela Svatosovd, oba z GMK
v Bilovci.
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Uloha 252
Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pro néz maji rovnice
2 +ar?+br+1=0,
23+ bx’ +axr+1=0,
pravé jeden spoleény koten.

Jaroslav Svrcéek

Resend. Spoleény kofen obou rovnic je také kofenem rovnice
0=(2*+arx® +bxr+1)— (2* +b2*> +ax + 1) = (a — b)z(z — 1). (1)
a) V piipadé a = b € R jsou obé rovnice shodné a maji tvar
0=2*4+ar’ +az+1=(z+1)[2> + (a — Dz +1].
Cislo —1 je tak kofenem obou zadanych rovnic a bude jedinym realnym
kofenem bud
(i) v piipadé, ze kvadratickd rovnice
2 +a—-1zr+1=0
nema realné kofeny, coz znamend, ze jeji diskriminant
(a—1)?—4=(a—-3)(a+1)
je zaporny, tedy pravé kdyz a € (—1;3),
(ii) nebo v pfipadé, ze éislo —1 je jedinym kofenem kvadratické rovnice
> +(a—1z+1=0.
Pak ale —1 je jejim dvojnasobnym kofenem a plati
0=2+(a—Dr+1=(x+1)>=2>+2r+1,
coz nastane pro a = 3.

b) V piipadé a # b snadno vidime, Ze ¢islo 0 nemtize byt kofenem ani
jedné ze zadanych rovnic, proto tyto rovnice mohou mit spole¢ny pouze
kofen 1, musi tak platit

a+b+2=0,

tedy b = —(a + 2). Z podminky a # b dostavame a € R\ {—1}. V tomto
pfipadé obé rovnice nemohou jiné spole¢né koteny, protoze ty by byly opét
kofeny rovnice 1.
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e Obé zadané rovnice tak maji v p¥ipadé (a,b) = (a,a), kde a € (—1;3),
jediny spole¢ny koren —1.

e Obé zadané rovnice déle maji jediny spole¢ny kotfen 1 v piipadé (a,b) =
= (a,—2—a), kde a € R\ {—1}.

Poznamka 1

Redakce bohuzel neobdrzela zadné spravné feseni, fesitelé vzdy néjakou
drobnou chybickou byli blizko spravné hodnoty 101. Nékteri fesitelé uva-
zovali kofeny obou rovnic v oboru komplexnich ¢isel. Pokud by uvedli, ze
obé rovnice maji jediny spolec¢ny kotfen v pripadecha =b=3ab= —-2—a,
kde a € R\ {—1}, bylo by jejich feSeni také uznano za spravné. Vsichni
fesitelé, ktefl maji ¢astecné vytesenou tlohu, spravné prisli na podminku
b = —2 — a. Zde vsak nezkoumali, zda néktera z rovnic nem4 1 jako na-
sobny kofen, coz by se dalo po (nespravném) konstatovani, ze pro a = b
maji rovnice t¥i spole¢né kotfeny, povazovat za konzistentni pristup.

Poznamka 2
V pifipadé a = b = —1 maji obé rovnice tvar

22—z —r+1=0

a dva spole¢né koteny —1 a 1.
Spravné teseni zaslala Michaela Svatosovd z GMK v Bilovci.

Netplné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van Jozef Mészdros z Jelky, Amdlie Dostalikovd Darian Poljak Vit Ulehla
Jakub Zdrdhal Adam Zemdnek, vSichni z GJS v Pferové a Marek Sikula
z GMK v Bilovci.

Pavel Caldbek
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