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Problematika rtznych typt a metod pouzitych dikazt v planimetrii je
urcena predevsim matematicky zdatnéjsim stredoskolaktim a jejich ucite-
lam. Cilem tohoto prispévku je prezentace zakladnich dukazovych metod
(viz napt. [4]) pfi FeSeni (nékolika) vybranych tloh z oblasti elementérni
geometrie.

Pripomenime jesté, ze mezi zdkladni typy dtikazti metrickych a polo-
hovych vlastnosti v planimetrii fadime dikazy shodnosti dvojice tsecek,
shodnosti dvojice uhlid, rovnobéznosti dvojice pfimek, kolmosti dvojice
primek, kolinearity t¥{ a vice bodt v roviné (t¥i a vice bodi lezi na téze
primce), konkurentnosti tii a vice pfimek v roviné (tii a vice pifimek pro-
chézi spole¢nym bodem), koncykli¢nosti ¢tyf a vice bodt v roviné (&tyfi
a vice bodi lezi na téze kruznici) [5, 6, 7].

Pri feseni zakladnich typa dukazovych tloh lze vyuzit rozmanitych tech-
nik, které jsou vSak obecnéji zafazeny mezi ¢tyfi zndmé (a to nejen v geo-
metrii pouzivané) metody dikazt, viz [4]. Jednd se predevSim o dikaz
primy, dale o dukaz neprimy, kdy dokazujeme vétu ve tvaru implikace
vyrokl (vyrokovych forem) za pouziti obménéné (kontraponované) véty.
Pro ditkaz obménéné véty pak pouzijeme jinou dikazovou metodu. Kromé
téchto dvou zakladnich metod se pfi diukazech v planimetrii neziidka se-
tkavame také s diikazy sporem a s diikazy vyuzivajici princip matematické
indukce. Zvlastni postaveni pii feSeni dikazovych tloh zaujimé tzv. dplnd
indukce, kterd vyuziva rozkladu nekonec¢né mnoziny zkoumanych objektt
na t¥idy, jichz je konecné mnoho. Dikaz pak staci provést vzdy pro jednoho
reprezentanta uvazované t¥idy rozkladu.

V dalsi ¢asti pfispévku budou prezentovana feseni nékterych vybranych
dikazovych 1loh, a to za pouziti konkrétnich vyse uvedenych dikazovych
metod.
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Piimy dukaz

V nésledujicim (prvnim) pfikladu bude prezentovan piimy diikaz jedno-
duché vyrokové formy, ve druhém prikladu je pak uvedena ukazka pfimého
dikazu slozené vyrokové formy ve tvaru logické ekvivalence.

Priklad 1

Necht ABCD je rovnoramenny lichobé&znik (AB || CD), jemuz lze ve-
psat kruznici. Dokazte, Ze jeji prumér je geometrickym priameérem délek
obou zékladen.

Resend. Uvazujme teénovy rovnoramenny lichob&znik ABCD se zaklad-
nami AB, CD. Necht k je kruznice jemu vepsand a r jeji polomér. Oznacme
déle délky jeho stran |AB| = a, |CD| = ¢ (a > ¢) a |[BC| = |DA| = b.
Protoze lichobéZznik ABCD je te¢novy, plati

a+c=2b (1)

p__Q_c
~

/ .
A R F
Obr. 1

Body dotyku kruZnice k se zdkladnami AB, C'D oznacme po fadé R, Q.
Vzhledem k tomu, ze lichobéznik je rovnoramenny, jsou body R a @ stiedy
jeho zdkladen. Ziejmé také |QR| = 2r = d, kde d je pramér kruznice k.
Ozna¢me déle E patu kolmice z vrcholu C k zakladné AB. Pak plati
|QR| = |CE|, a QREC je tudiz pravouhelnik o stranach délek %c, d.
Trojtthelnik BCE je pravothly, kde |EB| = 1(a — c). Z Pythagorovy véty
koneéné plyne (viz obr. 1)

#or-(5-5)

Po dosazeni za b = 1 (a + ¢) z (1) dostdvadme po snadné tpravé d? = ac,
tj. d = /ac, coz jsme chtéli dokazat.
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Komentdr: V dikazu jsme vychazeli ze znamych skutecnosti a fakta. Vy-
tvorenim postupného Fetézce nékolika platnych, na sebe navazujicich im-
plikaci, jsme dosli k dokazovanému tvrzeni, viz napf. [4]. Podobné postu-
pujeme i v nésledujici tloze.

Piiklad 2

Necht K, L, M jsou po fadé stiedy stran BC, CA, AB trojihel-
niku ABC'. Dokaite, Ze rovnost [ MCB| = [ CAK]| plati, pravé kdyz
|XCLB| = | AMC]|.

Resend.

(i) Predpoklddejme nejprve, ze [ MCB| = [XCAK]|. Oznacme T t&zisté
trojihelniku ABC. Usecka M L je stfedni piickou v trojihelniku ABC,
a je tedy rovnobézna se stranou BC. Pfimka C'M protind rovnobézky
BC a ML v bodech C' a M, takze z vlastnosti stfidavych ahla a
uvedeného predpokladu plyne

[k MCB| = [ CML| = [X LMT| = | LAT| = |4 CAK].

C

M

Obr. 2

Odtud plyne, ze AMTL je tétivovy Gtyfuhelnik, nebot velikost vniti-
niho thlu AMT je rovna velikosti vnéjsiho thlu u protéjsiho vrcholu L.

94 Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019



Plati tedy
[XAMT| = |XAMC| = | CLB| = | CLT|,
a tudiz [XCLB| = [ AMC|. Tim je diikaz ¢asti (i) uzavien.

(ii) Necht naopak plati [t CLB| = |t AMC'|. Obracenou implikaci snadno
dokazeme provedenim opac¢ného postupu. Vyjdeme pritom ze skutec-
nosti, ze ¢tyfahelnik AMTL je tétivovy.

Tim je tvrzeni tlohy dokazéano.

Nésledujici tloha je urcena pro ¢tenafe k procviceni metody primého
dikazu, k jejimu feSeni lze vyuzit napiiklad vhodné zvoleného otoceni.

Priklad 3 Jsou dany dva razné ¢tverce ABCD a DK LM se spoleénym
vrcholem D (vrcholy jsou popsané ve stejném smyslu). Ozna¢me E stfed
use¢ky AM a F patu kolmice z bodu D k pfimce CK. Dokazte, Ze body
D, E, F lezi na téze piimce (jsou kolinedrni).

Nepiimy dukaz a dukaz sporem

Pri feSeni nasledujici dlohy bude prezentovana metoda neprimého di-
kazu a soucasné i metoda dikazu sporem (v diikazu obménéné véty).

Priklad 4

Necht trojuhelnik ABC nemé zadné dvé strany shodné, pak jej nelze
rozdélit zadnou pfickou na dva shodné nepiekryvajici se trojuhelniky. Do-
kazte.

Resend. Ulohu dokéZzeme nepiimo. Uvedme nejprve obménénou vétu k vété
dané: Pokud trojuhelnik ABC' lze rozdélit nékterou prickou na dva shodné
neprekryvajici se trojuhelniky, pak aspon dvé jeho strany jsou shodné.
Dtikaz tohoto tvrzeni (ve tvaru implikace) provedeme sporem.
Predpoklddejme, Ze trojuhelnik ABC' lze rozdélit na dva shodné nepte-
kryvajici se trojuhelniky a pfitom zadné dvé jeho strany nejsou shodné.
To lze ucinit pouze pomoci piicky trojuhelniku, ktera prochazi jednim
vrcholem a protind jeho protéjsi stranu. Bez Ujmy na obecnosti vedme
vrcholem A p¥imku p tak, aby protala stranu BC v bodé D. Piimka p roz-
déli trojuhelnik ABC na dva nepfekryvajici se trojuhelniky ADC a ADB
(obr. 3) se spole¢nou stranou AD. Pfedpoklddame dale, ze tyto troja-
helniky jsou shodné, tj. plati bud |CD| = |BD]| a soucasné |AC| = |BC],
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nebo |CD| = |AB| asoucasné |BD| = |AC|. DokéZeme, Ze ani jedna z vyse
uvedenych moznosti nenastane.

Pokud |CD| = |BD| a soudasné |AC| = |BC|, je trojuhelnik ABC
rovnoramenny, a tudiz aspomni dvé€ jeho strany jsou shodné, coz je spor
s predpokladem.

Obr. 3

Je-li |CD| = |AB| a soucasné |BD| = |AC|, maji shodné trojihel-
niky ADC' a DAB shodné odpovidajici si thly pii vrcholech A a D, tj.
X DAC| = [ ADB|, |XACD| = [ DBA| a |XCDA| = |[xBAD]|. Body
B, C, D lezi na téze primce, tudiz thel BDC' je pfimy. Zfejmé pak

|XCAD| + |XDAB| = X ADB| + |[<CDA| = 180°

a body A, B, C jsou koline4rni, coz je opét spor, nebot A, B, C jsou
vrcholy trojuhelniku.

Piimka prochazejici vrcholem trojuhelniku ABC' a protinajici protéjsi
stranu tedy nemuze rozdélit trojuhelnik ABC na dva neptekryvajici se
shodné trojthelniky, pro néz plati |AC| = |BD|. Tim je dikkaz uzavien.

Nasledujici lloha poslouzi k procviceni techniky diikazu sporem.

Priklad 5 (40. Turnaj mést, 2018/2019)

Nechf vnitini thel pfi vrcholu A rovnobéZniku ABCD je ostry. Na
strané AB je zvolen bod N tak, ze |CN| = |AB|. Pfedpoklddejme, Ze
kruznice opsané trojuhelniku CBN se dotykd pfimky AD. Dokazte, ze
jejim dotykovym bodem je vrchol D.
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Uziti principu matematické indukce

V tadé ditkazovych tloh z oblasti tzv. kombinatorické geometrie, v nichz
se jedna o vyplnéni pravothlych tabulek danymi polyminy, se ¢asto vyuziva
principu matematické indukce. Nasledujici tloha je toho dokladem.

Priklad 6

Dokazte, ze pro vSechna n = 6k + 3, kde k je pfirozené ¢islo, lze ctver-
covou tabulku n x n vyplnit L-triminy, tj. triminy ve tvaru pismene L
(obr. 4).

Obr. 4

Reseni. Ukazeme, Ze pro kazdé k > 1, tj. pro n = {9,15,21,...}, lze ta-
bulku (6k+3) x (6k+3) vyplnit pozadovanym zptisobem. Dtikaz provedeme
uzitim principu matematické indukce vzhledem ke k.

(i) Pro k = 1 (tj. pro ¢tvercovou tabulku 9 x 9) je jedno z moZnych
vyplnéni tabulky uvedeno na obr. 5.

o T
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-

Obr. 5

o1

(ii) Predpokladejme dale, ze tabulku (6k + 3) x (6k + 3) pro urcité k > 1
lze L-triminy vyplnit pozadovanym zptisobem. Ukédzeme, ze pomoci
L-trimin Ize vyplnit také ¢tvercovou tabulku pro k + 1, tj. tabulku
(6k +9) x (6k+9).
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(6k + 3) x (6K + 3)

6 x (6k +9)

(6k + 3) x 6

Obr. 6

Cést takové &tvercové tabulky o rozmérech (6k + 3) x (6k + 3), vlevo
nahofe na obr. 6 doplnime o blok (6k + 3) x 6 (obr. 6, vlevo dole) a
o blok 6 x (6k + 9) vpravo tak, abychom dostali ¢tvercovou tabulku
(6k +9) x (6k + 9). Oba bloky jsou typu 6 x 3¢, kde ¢ je pfirozené
¢islo, pficemz kazdy blok typu 6 x 3 lze snadno vyplnit pozadovanym
zpusobem, viz napt. obr. 7.

L L L

Obr. 7

Tim je dokazano tvrzeni také pro k + 1.

Spojenim obou krokt (i) a (ii) je tak dokazéno, ze dané tvrzeni plati
pro v8echny ¢tvercové tabulky typu (6k + 3) x (6k + 3), kde k& > 1.

Priklad 7 (53. MO — C-I-1)

Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n, které je vétsi nez 3 a neni
délitelné tfemi, plati: Sachovnici n x n lze roziezat na jeden &tverec 1 x 1
a obdélniky 3 x 1.
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Priklad 8 (5. Srbskd MO, 1998)

Dokazte, ze pravothelnikovou tabulku 6m x 2n, kde m, n jsou pfirozena
¢isla (n > 1), 1ze vyplnit (bez pfekryvéani) L-triminy z piikladu 5, pfi¢emz
zadny obdélnik typu 3 X 2 neni vyplnén dvéma L-triminy.

Uplna indukce
Na zavér uvedeme ukazku diikazu klasického tvrzeni z oblasti vypocetni

geometrie, ktery vyuziva dplnou indukci.

Priklad 9 (kosinova véta)
V libovolném trojthelniku ABC' se stranami |[AB| = ¢, |BC| = a,
|CA| = b a vnitfnimi dhly «, 3, v (pfi obvyklém oznadeni), plati

a® = b% 4 ¢ — 2bccos o,

b? = a? + % — 2accos 3,

2 = a® +b?> — 2abcos .
Dokazte.

Reseni. Kazdy trojthelnik je bud ostrothly, nebo pravothly, nebo tupo-

hly (nélezi tedy pravé do jedné t¥idy rozkladu mnoziny vSech trojihel-

nikt). Tvrzeni nyni dokdzeme pro libovolného reprezentanta kazdé tfidy.

(i) Ostrothly trojuhelnik ABC' (a0 < 90°). Uvazujme vysku v, ke strand
AB, jeji patu ozna¢me V.. Necht |AV,| = x; zfejmé ¢ > z. Pravothlé
trojuhelniky AV.C a CV.B maji shodnou odvésnu CV,. Pro trojtahel-
nik AV.C z Pythagorovy véty plyne v> = b?> — 22 a dale x = bcos a.
V pravotthlém trojthelniku BV.C plati v = a® — (c—x)?, viz obr. 8(i).
Odtud plyne

b2 2

—2?=a®>— (c—x)?

a po upravé a dosazeni za x obdrzime pfimo kyzeny vztah
a2 =0+ —2cx = b+ ¢? — 2bccosa.

(ii) Pravouhly trojahelnik ABC' (o = 90°). V tomto pravouhlém trojthel-
niku s pfeponou a plati Pythagorova véta

a2 =02+ =b>+ % — 2bccos90°.

Tim je dikaz pro a = 90° proveden.

Matematika — fyzika — informatika 28 (2) 2019 99



(iii) Tupouhly trojuhelnik ABC (o > 90°). Uvazujme vysku v. ke strané
AB, jeji patu ozna¢me V.. Necht |AV,.| = z, zfejmé |V.B| = = + ¢
(obr. 8). V pravouhlém trojuhelniku AV,.C ma thel pfi vrcholu A
velikost 180° — «, a tedy

x = bcos(180° — a).
Dale uzitim Pythagorovy véty v trojuhelniku AV,.C' obdrzime rovnost
v? = b? — 22
a v trojahelniku BV_.C pak rovnost
v2 =a®— (c+x)

Porovnanim pravych stran obou poslednich rovnosti a po snadné tpraveé
mame
a® = b? + 2 + 2cx = b% 4 ¢? + 2bccos(180° — ).

Vyuzitim rovnosti cos(180° — o) = — cos o kone¢né dostavame
a? =b% 4 ¢® — 2bccos a,

coz jsme méli dokazat.

ad (iii)
Obr. 8
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Uzitim principu tplné indukce jsme tak dokazali platnost kosinové véty
pro mozné velikosti thlu « a tim je dokézana prvni ze t¥i uvedenych rov-
nosti. Uzitim principu cyklické zamény je pak dokdzazeme i zbylé dveé
rovnosti.

Zavérecnou tlohu, kterd je prevzata z Britské MO (BMO), 1ze Fesit opét
uzitim principu aplné indukce. Je tfeba rozlisit tii pripady pro velikosti
vnitfnfho thlu p#i vrcholu B (ostry, pravy a tupy thel).

Piiklad 10 (BMO 2018/2019)

Je dan trojuhelnik ABC'. Necht ¢ je kolmice k pfimce AB, ktera pro-
chézi vrcholem B. Kolmice k BC, ktera prochdzi vrcholem A, protind
pfimku ¢ v bodé D a osa hrany BC protind pfimku ¢ v bodé P. Patu
kolmice z bodu D k pfimce AC ozna¢me E. Dokazte, Ze trojuhelnik BPFE
je rovnoramenny.
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