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Zajimavé matematické tllohy

Uvetejniujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 251 a 252 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 5. 2019 na adresu: Redakce ¢asopisu MFT,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 251
Je dan ¢tytthelnik ABCD. Ozna¢me P, () po fadé paty kolmic z vr-
cholu C, D ke strané AB. Pfedpokladejme, ze body P, @ lezi na tsecce
AB aplati |[PQ| = 1|AB|. Dokaizte, ze | DA|+|AB|+|BC| > |AC|+|BD|.
Josef Tkadlec

Uloha 252
Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢isel, pro néz maji rovnice

2 +ar?+br+1=0,
34+ br? +axr+1=0,

pravé jeden spoleény kofen. Jaroslav Svrcek

Déle uvadime Teseni tiloh 247 a 248, jejichz zadani jsme zvefejnili ve ¢tvr-
tém ¢&isle lofiského (27.) roéniku naseho ¢asopisu.
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Uloha 247
Kolik tupouhlych trojuhelnikd ma vsechny své vrcholy ve vrcholech
daného pravidelného 26uhelniku. Jacek Uryga

Reseni. Pocet viech trojihelniki, jejichz vrcholy lezi ve vrcholech pravi-
delného 26thelniku je

26) _ 2600

3 )= .

Nyni uréime, kolik z nich je pravouhlych. Vrcholy pravidelného 26thelniku
lezi na kruznici jemu opsané. Podle Thaletovy véty je prepona takového
trojuhelniku primeérem této kruznice. Ke kazdé z % - 26 = 13 moznych
pfepon existuje 26 — 2 = 24 zbyvajicich vrchold, které s krajnimi body
dané pfepony tvofi pravoihly trojihelnik, pravothlych trojuhelnikt tak
je 24 - 13 = 312. Zbgvajicich

2600 — 312 = 2288

trojuhelnikt je tedy bud ostrothlych, nebo tupotihlych.

Nyni uvazujme ostrouhly trojihelnik 7', jehoz vrcholy lezi ve vrcholech
pravidelného 26thelniku. Bod soumérné sdruzeny s jednim jeho vrcholem
podle stfedu tohoto mnohothelniku bude se zbyvajicimi dvéma vrcholy
trojuhelniku T urcovat tupothly trojihelnik. Kazdému ostroithlému troj-
uhelniku tak odpovidaji tfi tupothlé trojahelniky (77, T5 a T3 na obrazku).
Naopak, kazdému tupouhlému trojihelniku podobné odpovida jeden ost-
rouhly trojuhelnik. Pocet tupouhlych trojuhelnikd je tak tiikrat veétsi nez
pocet ostrouhlych trojuhelnikt a je proto roven

3.2288 =1716.
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Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdaros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich a Vojtéch David
z WG v Ostravé-Porubé, Matéj Dolezdlek z G v Humpolci, Karel Chwistek
z MG v Opavé, Dalibor Kramdr z G v Brné-Reckovicich,

Adam Kyivka z CMGaSOPS v Brng, Tomds Krizik z GMK v Bilovci,
Karolina Kucerovd z G v Ceském Krumlové, Tomds Sourada z G v Zam-
berku a Petr Zahradnik z GaSOSDVS v Usti nad Labem.

Netiplné feseni zaslala Lucie Kundratovd z GaJS ve Zling,

Uloha 248
Sestrojte trojuhelnik ABC| je-li (pfi obvyklém oznaceni délek jeho stran
a velikosti vnit¥nich thli) déno: o, a + b, a + c. Jaroslav Svréek

Resent podle J. Mészdrose a K. Gajdose. Nejprve sestrojme trojihelnik
AB'C',kde |AB'| = a+b, |AC'| = a+ca |[X B'AC’| = a. Ozna¢me N stied
kruZnice vné pripsané strané BC' trojuhelniku ABC, U, je dotykovy bod
této kruznice se stranou BC' a Uy, U, po fadé dotykové body této kruznice
s prodlouzenimi stran AC, AB. Bod N je prisec¢ikem osy vnitiniho thlu
pfi vrcholu A a os vnéjsich tihla pfi vrcholech B a C' v trojuhelniku ABC),
viz napf obr. 1. Déle plati a = |BC| = |BC’| = |CB’| a podle véty sus
o shodnosti trojuhelnika tak mame

AB'CN ~ ABCN ~ ABC'N. (1)
Paty vysek z vrcholu N ke strandm BC, B'C a BC' (body U,, Uy a U..) déli
tyto strany vZzdy na dva shodné tseky, tj. plati |B'U,| = |BU,| = |BU,| a
také |CUy| = |CU,| = |C'U.|. Odtud plyne
e = [ B'NU| = [QU,NB| = [«tU.NB]|

a také

o =|xACNUy| = [CNU,| = |xU.NC'|.

Vzhledem k tomu, ze ¢tyfiahelnik AU.NU, je tétivovy, plati 2(e + ¢) =
= 180° — v, a tedy € + p = 90° — %a.

Je-li @ < 60°, je N vnitinim bodem trojuhelniku AB’C’ a jeho stranu
B'C’ vidime z bodu N pod thlem 360° — 3(c + ¢) = 90° + 3o (obr. 1).
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A° c B U, @ ('
Obr. 2

Je-li @ > 60°, je N vné&jsim bodem trojuhelniku AB’C’ a jeho stranu
B'C’ vidime z tohoto bodu pod tthlem 3(e + ¢) = 270° — 2« (obr. 3).

N
U. a '

A c B
Obr. 3
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Odtud jiz plyne konstrukce trojahelniku ABC' Sestrojime stfed N kruz-
nice vné pfipsané strané BC' hledaného trojuhelniku ABC jako prusecik
kruznicového oblouku (popf. pfimo strany B'C’, je-li & = 60°), z jehoz
kazdého bodu vidime tsecku B’C’ pod vyse uvedenym tdhlem (rozlisime
piipady, kdy a < 60°, a = 60° a a > 60°). K sestrojeni bodt B a C po
fadé uvnitt stran AC” a AB’ vyuZzijeme napf. shodnosti trojihelnika (1),
z nichz plyne [NB| = |[NB'| a [NC| = |[NC’|.

Uloha mé vzdy préavé 1 fesent.

Jiné teseni (podle R. Olsdka). Na polopfimkich AB a AC sestrojme po
fadé body C" a B’ tak, ze plati |AC'| = a+ ¢ a |AB’| = a + b. Uvazujme
stfed S oblouku BAC' kruznice opsané trojuhelniku ABC. Podle véty o
obvodovém thlu jsou thly ABS a ACS shodné, tedy jsou shodné i thly
C'BS a B'CS. Z rovnosti |SB| = |SC| a |BC'| = |BC| = |B'C|(= a)
plyne, Ze trojuhelniky BC'S a C'B’S jsou shodné podle véty sus, tedy

|SC'| = |SB/|.
Navic ze shodnosti tthlt BSC’ a CSB’ plyne, Ze
|XC'SB'| = < BSC| = |XBAC| = .

Tedy bod S je také stfedem oblouku C'AB’ kruznice opsané trojihelniku
AB'C’.
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Déle z rovnosti | BC| = | B'C| a z podobnosti trojihelnikti BSC a C'SB’

plyne
|\B'C| _ |BC| _ |SB| _|5C]|

lc'B'|  |c'B|  |Sc'| |sC|’

tedy
|B'C| |B'C'|
|sc| — |sc’|”

Body C’ a C tak maji stejny pomér vzddlenosti od bodi B’ a S, lezi
proto na téze Apolloniové kruznici vzhledem k bodim B’ a S (v piipadé
a = 60° se jednd o pfimku). Takovou kruZmici jiz umime sestrojit, jejim
prameérem (a # 60°) je priseéik os vnitiniho a vnéjsiho thlu u vrcholu C’
trojihelniku B’C’S s pfimkou B’S.

Odtud jiz plyne konstrukce. Sestrojime trojuhelnik AB'C’ a stfed S
oblouku C’'AB’ kruznice jemu opsané. Déle sestrojime p¥islusnou Apollo-
niovu kruZnici a jeji priisecik s tiseckou AB’ je hledany bod C.

Spravna TeSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Jozef Mészdros z Jelky
a Radek Olsak z Mensa G v Praze 6.

Po uzavérce minulého c¢isla jesté redakce obdrzela spravna feSeni tloh
245 a 246 od Martina Raszyka z ETH Ziirich.

Pavel Calabek
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