Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvddime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 245 a 246 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2018 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 245
Urcete vSechny funkce f: R — R, které pro vSechna realna cisla x
vyhovuji rovnici

f(2z) + f(—22) = z(f(3z) + 2?).
Jozef Kalinowski (Kalety)

Uloha 246

Kruhovy ter¢ s primérem 12 zasdhlo 10 Sipti. Rozhodnéte, zda vzdéle-
nost mezi kazdou dvojici Sipti muze byt aspoil 5.
Pavel Calabek

Dale uvadime feSeni tloh 241 a 242, jejichz zadéni najdete v prvnim
Cisle tohoto (26.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 241
Dokazte, ze pro libovolna redlna ¢isla x, y, z plati nerovnost

2
x2+y2+22—|—12g(acy—i—yz—f—zx—i—m—i—y—i—z).

Kdy nastane rovnost? Jaroslav Svrcek

Reseni. Nerovnost ekvivalentné upravime do tvaru

(2 = 22y +9°) + (v° — 2yz + 22) + (2% — 22z + 2%) +
+@* =224+ + @ -2y+1)+ (2 -224+1)>0

neboli

(z—y)P+y—2+GE-—2) +@@-1)+@y-1)+(z-1°>0
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Posledni nerovnost evidentné plati, jelikoz druhd mocnina redlného cisla
je Cislo nezaporné. Rovnost v ni nastane, pravé kdyz vSechny séitance na
levé strané budou rovny nule, tedy pravé kdyz x =y = z = 1.

Jiné reseni. Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prame-
rem plati pro libovolné realna ¢isla x a y

1 2 2 2
f(:r2 +y2) > *\/iUTZFZ Slryl > oy
3 3 3 3
Rovnost nastane, pravé kdyz nastane rovnost v obou postupnych nerov-
nostech, tedy pravé kdyz x = y. Podobné plati

1, 5 9 2 1, 5 9 2
= +2%) > -yz (2" +2°) > -x2
Y )23z 5l ) 2 322,
pri¢emz rovnosti nastavaji, pravé kdyz y = z a z = x. Pokud v prvni
z pravé dokazanych nerovnosti polozime y = 1, ve druhé z = 1 a ve tfeti
z = 1, dostaneme nerovnosti

1, 2 1, .,
- 1) > - - 1) >
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ve kterych nastava rovnost proz =1, y=1a z=1.
Sectenim vsech Sesti vySe uvedenych nerovnosti pak dostaneme poza-
dovanou nerovnost, ve které rovnost nastava, pravé kdyz x =y =2 = 1.

Jiné teseni (Alexy Walczak). Ctvefice (z,y,2,1) a (x,9,2,1) jsou ,sou-
hlasné“ uspotradany, proto podle permutacni nerovnosti soucasné plati
P12 >y ty 221410,
P24+ 2+ 12> 24y 1+z-2+1-y,
2+ +2+12>0 14y c+z-y+1-2.

Sectenim téchto nerovnosti a vydélenim 3 dostaneme pozadovanou nerov-
nost.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH Ziirich a Alexy Walczak,
LO Tarnowskie Géry.
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Uloha 242

Oznadéme O stied kruznice opsané trojuhelniku ABC a V prusecik jeho
vysek (ortocentrum). Pfedpokladejme, Ze kruznice k(O, |OV|) protin jeho
vysky (jako pfimky) z vrcholtt A, B, C kromé bodu V po fadé v bodech
A £V, B #V,C" # V. DokaZte, ze trojuhelnik A’B’C’ je podobny
trojthelniku ABC. Sdrka Gergelitsovd

Reseni. Pokud je trojuhelnik pravouhly, jeho priseéikem vysek je vrchol,
u kterého sviraji stany pravy thel, bez ijmy na obecnosti jej oznac¢me C a
O je stfed prepony AB. Potom plati A’ = A, B = B a bod C’ je soumérné
sdruzeny s bodem C podle pfimky AB. Snadno nahlédneme, Ze v tomto
pripadé tvrzeni tlohy plati, protoze trojihelnik A’B’C” je soumérné sdru-
zeny s trojihelnikem ABC podle pfimky AB.

Nyni pfedpokladejme, ze trojuhelnik ABC je ostrouhly. Ozna¢me V4,
Ve patu vysek z vrcholit A resp. C' (obr. 1). Pravotihlé trojihelniky CBVe
a CV'Vy se mimo pravého thlu shoduji také ve vnitinim dhlu pfi vrcholu
C, jsou proto podobné. Shoduji se tak i ve tfetim vnitinim thlu, proto
ma thel V4V C stejnou velikost jako vnitini thel trojihelniku ABC' pfi
vrcholu B. Tedy je to thel, ktery sviraji vysky trojihelniku ABC' z vrchola
A a C. Podobné zjistime, Zze vysky z vrcholi B a A sviraji thel jehoz
velikost je rovna velikosti vnitiniho thlu trojahelniku ABC pfi vrcholu C,
resp. ze vysSky z vrcholt C' a B sviraji thel, jehoz velikost je rovna velikosti
vnitfniho thlu trojuhelniku ABC pii vrcholu A.

Obr. 1

Body A’, B, C' a V lezi na jedné kruznici. Uvazujme oblouky A’B’'C’,
B'C'A" a C'"A'B’ této kruznice. Pokud je bod V vnitinim bodem té&chto
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obloukti (jako u obloukt B'C’'A" a C'A’B’ na obr. 1), je vidét podle véty
0 obvodovém thlu v nasem pripadé tétiva A’ B’ pod stejnym thlem z vr-
cholt C’ a V, tedy velikost vnitinitho tthlu pfi vrcholu C' trojihelniku
A'B'C’ je stejna jako velikost vnitfniho thlu pfi vrcholu C' trojihelniku
ABC. Stejné dokazeme, ze velikost vnitiniho tthlu p¥i vrcholu A’ trojuhel-
niku A’B’'C’ je stejnd jako velikost vnitiniho Ghlu p¥i vrcholu A trojihel-
niku ABC.

Pokud nen{ V' vnitfnim bodem téchto oblouki (jako u oblouku A’B’C”
na obr. 1) potom soucet velikosti vnitinich thli v nasem piipadé pfi vrcho-
lech B’ a V tétivového cétyfthelniku A’B'C'V je rovna 180°, tedy velikost
vnéjsiho tthlu p¥i vrcholu V' je rovna velikosti vnitfniho (thlu pfi vrcholu B’
a trojuhelniky ABC a A’B’'C’ se tak shoduji i ve velikosti vnitinich thla
pfi vrcholech B a B’. Trojthelniky ABC a A’B’C’ jsou proto podobné,
jak jsme méli dokazat.

Zbyvé dokazat tvrzeni tlohy pro trojihelnik tupouhly. Bez ijmy na
obecnosti pfedpoklddejme, Ze tupy thel je pfi vrcholu A (obr. 2).

Obr. 2

Stejné jako v predchazejicim pripadé muzeme dokazat, ze vysky z vr-
choli A a B sviraji uhel o velikosti vnitiniho thlu pfi vrcholu C' troja-
helniku ABC' a podobné vysky z vrcholi A a C sviraji thel o velikosti
vnitfniho dhlu pii vrcholu B. Jelikoz vnitini thel pfi vrcholu A je tupy,
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sviraji vysky z vrcholt B a C thel o velikosti vnéjsiho thlu p#i vrcholu A
trojuhelniku ABC.

Stejné jako v predchézejicim pfipadé pak dokadzeme, ze velikost vniti-
nich @hld p¥i vrcholech B” a C’ tro‘juhelniku A’ B’C’ je stejna jako velikost
vnitfnich ahla pii vrcholech B a C trojihelniku ABC, coz postacuje k je-
jich podobnosti.

Poznamka. Jelikoz (podle pfedpokladii) ¢tyti rizné body A', B', C" a 'V lezi
na téze kruznici, je bod V' vnitfnim bodem pravé dvou z vysSe zminénych
obloukl a vnéjsim bodem tfetiho. Dale si mizeme vSimnout, ze uvedené
tvrzeni plati nejen pro kruznici se stfedem v bodé O, ale pro libovolnou
kruznici, kterd prochézi bodem V' a protina vysky trojuhelniku ABC' ve
tfech rtznych bodech.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich.

Po uzavérce minulého c¢isla jesté redakce obdrzela spravna feSeni tloh
239 a 240 Alexyho Watczaka, LO Tarnowskie Gory.

Pavel Calabek
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