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Uvod

Poznatky o déjich ve vazanych oscilatorech maji kli¢ovy vyznam pro vy-
klad zasadniho rozdilu mezi kmitanim izolovaného oscilatoru a déju v li-
nearni soustavé oscilatort spojenych vazbou, kterou se §ifi vlnéni. Pro
izolovany oscilator je charakteristickd jedna vlastni (rezonanéni) frekvence
uréend parametry oscilatoru (napf. hmotnosti a tuhosti u mechanického
oscilatoru, popr. induk¢énosti a kapacitou u elektromagnetického oscila-
toru). Soustavou vézanych oscildtori se mize §ifit vinéni o rtzné frek-
a o to vyznamnéjsi je jejich prezentace experimentem. Nové moznosti pro
experimentalni studium déjia ve vazanych oscilatorech a jejich nazornou
prezentaci podporovanou pocitacovymi programy ukazeme v dalsi ¢asti
prispévku.

Mechanické vazané oscilatory

Vétsina ucebnic fyziky se omezuje jen na vyklad mechanickych vazanych
oscilatortt v podobé spraZengch kyvadel (obr. 1a), kterd lze v praxi snadno
realizovat. Experimentem se spfazenymi kyvadly ukadzeme, Ze se energie
kmitéani prvniho kyvadla — oscildtoru postupné prenasi k druhému oscila-
toru — rezondtoru. Tento déj se periodicky opakuje a v soustavé sprazenych
kyvadel vznikaji rdzy. Vznik razt interpretujeme tak, ze jde o superpozici
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dvou mdédia kmitani, které se lisi periodou. Symetricky mod odpovida pri-
padu, kdy maji obé kyvadla v pocateénim okamziku stejnou pocatecni
fazi (obr. 1b). Pfi ni se vazba neprojevi a obé kyvadla kmitaji se stej-
nou thlovou frekvenci wy = wy, jakd odpovida vlastni frekvenci oscilatoru
bez spfazeni. P¥i antisymetrickém médu (obr. 1c) je po¢atecni faze kyva-
del opacna. Z nazoru je ziejmé, Ze vlivem pusobeni vazby budou kyvadla
kmitat s kratsi periodou, tedy s vétsi thlovou frekvenci wo > wy. Perioda
kmitéani zavisi na velikosti vazebné sily, ktera je tmérna rozdilu vychylek
obou kyvadel. Z teorie vyplyvé (viz napf. [1]), Ze symetrickému a antisyme-
trickému médu kmitani vazanych oscilatorti odpovidaji ihlové frekvence

w1 =wy, Wy = \/w(z)Jch,

kde c¢ je cCinitel vazby, ktery je v pfipadé kyvadel sprazenych pruzinou
amérny jeji tuhosti. Cim vétsi je tedy éinitel vazby, tim rychleji dochazi
k vyméné energie mezi oscilatory a frekvence razu je vétsi.
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Obr. 1

e Videoanalyza kmitani spfazenych kyvadel

Casovy diagram kmitani spfazenych kyvadel miizeme pomérné jedno-
duse ziskat metodou videoanalyzy, kterd je dostupna i pro samostatnou
praci zdkt. Pro videoanalyzu mechanickych pohybt existuje vice pro-
gramil, z nichZ se jako nejvhodnéjsi jevi program Tracker [I]. Analyzovin
byl obrazovy zaznam kmitani spfazenych kyvadel fy PHYWE, urcenych
pro klasické laboratorni cviceni. Obrazovy zdznam poiizeny digitalni kame-
rou ma dobu trvani pfiblizné 1 min (1 260 snimki). Pfi frekvenci snimani
25 obr./s jde o posloupnost snimkt s ¢asovym krokem 0,04 s. Vysledek
videoanalyzy je patrny z obr. 2.
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e Zaznam kmitani spfazenych kyvadel sonarem Vernier

Dalsi mozZnosti pocitacem podporovaného experimentu se sprazenymi
kyvadly je vyuziti méficiho systému Vernier, jehoz soucasti jsou senzory
polohy a pohybu Motion Detector 2. Uspofadani experimentu se dvéma
senzory je patrné z obr. 3. Aby nedochazelo k vzadjemnému ruseni sou-
¢asného zdznamu kmitl oscilatoru i rezonatoru, byla mezi kyvadla umis-
téna prepdzka. Ziskana data byla analyzovdna programem Logger Pro [I]]
(obr. 4).

Obr. 3
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Obr. 4

e Zaznam kmitani pruznych paskt sprazenych magneticky

V ucivu o kmitani je dana pfednost pruzinovému oscilatoru pred kyva-
dlem. Demonstrace vazanych pruzinovych oscilatori je obtizna a ve vyuce
se omezujeme jen na pocitacové simulace. Snadno vSak ukdzeme pruzné
kmity soustavy dvou ocelovych péaski délky cca 30 cm, umisténych ve
vzéjemné vzdalenosti asi 3 cm. Vazbu zajistuji dva feritové magnety pii-
chycené ke konciim paski tak, Ze se navzdjem odpuzuji (obr. 5). Hmotnost
magnetd ovliviiuje také frekvenci kmitani paski. V blizkosti magnett jsou
umistény civky z rozkladného transformétoru (600 zavit, rovné jadro). Pii
pohybu magneti se v civkach indukuje napéti, které je sice funkci rychlosti
pohybu magnet, ale ¢asovy diagram poskytuje informaci o kmitani obou
oscildtort. Potfebné data byla ziskdna pfipojenim senzorti napéti (DVP-
-BTA) a pro jejich zpracovéani byl pouzit program Logger Pro (obr. 6).

Elektromagnetické vazané oscilatory

K experimentu byly pouzity dva oscilacni obvody LC tvorené civkami
s 600 zavity s rovnym jadrem a kondenzatory o kapacité 1 uF. Civky jsou
umistény na spolecné ose tak, ze mezi jadry civek je ménitelna vzduchova
mezera o §ifce pfiblizné 4 cm (obr. 7). Pro buzeni elektrickych kmitd v os-
cildtoru je pouzit pomérné origindlni postup, ktery se lisi od zpisobu,
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jakym je rozkmiténi oscildtoru popisovdno ve vétsiné uéebnic fyziky (na-
biti kondenzatoru a jeho vybiti pfipojenim k civce). PouZili jsme obraceny
postup, kdy civkou protéka proud a po jeho preruseni vypinacem se v civce
indukuje dostatecné velké napéti. Timto napétim se nabije kondenzator a
oscilator se rozkmita. K tomu staci i malé pfipojené napéti napf. z ploché
baterie 4,5 V (podrobnéji viz [2]).

Oscilator

Oscilétor (V)

Cas (s)
Rezonétor

Rezonétor (V)

Obr. 5 Obr. 6

Schéma obvodu pro demonstraci kmitani vazanych oscilatort s indukéni
vazbou je na obr. 8. Ziskana data byla opét zpracovana programem Logger
Pro (obr. 9). Experimenty byly provedeny jak s indukéné, tak s kapacitné
vazanymi obvody (obr. 10; vazebni kondenzator C, mél rovnéz kapacitu
1 uF). Zakladnim problémem této demonstrace je relativné velky odpor
pouZitych civek a tomu odpovidajici tlumeni kmitt. Cinitel tlumeni os-
cila¢niho obvodu 6 = R/2L, takZe by bylo mozné zmensit ho zvétsenim
indukénosti civky. Ta vSak zavisi na poctu zavitd vinuti civky, ale vétsi
pocet zaviti ma za nasledek zvétseni odporu vinuti civky. Je tedy tfeba
volit kompromis mezi hodnotami L a R, popf. provést vybér civky, ktera
pfi experimentu vykazuje nejlepsi vysledky.
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C
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Obr. 8
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Modely kmitani vazanych oscilatoru

Soucasné pocitacové technologie umoznuji také vytvaret pomérné snadno
interaktivni modely déji ve vazanych oscilatorech, které jsme v pfedchéaze-
jici ¢asti prispévku studovali redlnym experimentem. Vychodiskem téchto
modeli jsou diferencialni rovnice popisujici odpovidajici déje. Jejich ana-
lytické Teseni je pro stfedoskolskou vyuku ovSsem nedostupné. Dostatecné
nazorné feSeni tohoto problému vSak predstavuje metoda dynamického
modelovani, zalozena na numerickém feseni diferencidlnich rovnic [3].
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Pti modelovani se uplatni také analogie mezi mechanickym a elektro-
magnetickym kmitanim. Jako ptiklady vazanych oscilatorti uvedeme pru-
zinové oscilatory sprazené vychylkou a elektromagnetické oscilac¢ni obvody
vazané indukéni vazbou. Déje v téchto vazanych oscilatorech popisuji na-
sledujici rovnice:

Sprazené pruzinové oscilatory Oscila¢ni obvody s indukéni vazbou

2 2
mEE + b 4k ey — 1) =0 | LEF + R + 4+ M2 =0

2
ddtyzz —|—bdy2 +ky2 —c(yr —y2) =0 Ld dt2 +qu2 + 4% —|—Mddtqz1 =0

Pro jednoduchost uvazujeme vazané oscilatory se stejnymi parametry m
(hmotnost), &k (tuhost pruziny), popf. L (indukénost civky) a C' (kapacita
kondenzétoru). Tlumeni oscilatort uréuje soucinitel odporu b ovlivitujici
rychlost kmitani oscilatoru, popi. odpor R oscila¢niho obvodu, na némz
zavisi velikost proudu v obvodu. Velic¢ina c je ¢initel vazby u mechanickych
oscilatori a M je vzajemnd indukénost indukéné vazanych oscilatort.

Dynamicky model kmitani vazanych mechanickych oscilatorti popisuji

rovnice (h je ¢asovy krok):

d2y1
Fr=m 2z - —ky1 —bu1 +c(y1 — y2)
d2
Fy=m dff = —ky2 — bva — c(y1 — y2)
Fy Fy
ay = —, az = —
m m

Vij+1 = V15t ar-h, Vsip1 =va;+az-h
Yli+l = Y1i T V141 Ry Y2041 = Yo +v2-h
tivi=1t;+h

Ponékud slozitéjsi je model elektromagnetickych vazanych oscilatori.
Ponévadz plati

d’q _ di dg _ . pda _po
a2~ d a0 a7

= Uc,

4
c
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najdeme tpravou rovnic pro vazané elektromagnetické oscilatory priristky
proudu di za ¢asovy krok dt:

M(uge + uc2) — L(ur1 + uci)

di; =

12 — M2
div — M(uRl +uct) — L(UR2 + UC2)
12 = L2 — M2

V modelu pak obdobné jako u mechanického oscilatoru urcujeme hod-
noty proudu v posloupnosti ¢asovych kroki. Casovy diagram napéti ucy
a uce zobrazuje razy kmitani obou vazanych oscilatort.

Pocitacovy model popsaného déje 1ze vytvorit riznymi prostfedky. Pro
jednoduché modelovani, které nevyzaduje znalost programovaciho jazyka,
jsme zvolili program Modellus 4.01 [III]. Matematické modely pro mecha-
nické i elektromagnetické vazané oscilatory vytvorené timto programem
jsou na obr. 11. Podrobnéjsi teoreticky popis modela viz [3].

Mathematical Model -
g1 =last( q1)+i1 xAt
Mathematical Model - o ”a;tl( a2)+ 2 xAt
Fl=-kxyl-bxvl-cx(yl-y2) ucl =——
F2=-kxy2-bxv2+cx(yl-y2) i P
B 2=
 mi &t = (M"(URE"UCZj)-L:(uRl*uCl))
F2 (L2-m2)
= Mx( UR1 +uC1)-L x( UR2 +uC2
= me = LRI + R L] )
v2 =last( v2)+a2 xAt L A(tL--M_)
= i1 =last| 1 + x
i -bSt( £ ]+81 e 2 =last( i2)+d2 xAt
y1 =last( y1)+v1xAt kg Sf
y2 =last( y2)+v2 xAt UR2 =R x 2

Obr. 11

Pro ilustraci je na obr. 12 uveden vysledny casovy diagram kmitani
oscilatoru LC' s parametry L = 1H, C = 10uF, R=5Q, M =0,1H
(menu Parameters). Casovy krok h = 0,2 ms (v programu Modellus je
Casovy krok oznacen At), tymax = 0,5s. Tyto hodnoty se nastavuji v menu
Independent Variable. Poéateéni podminky (Initial Coditions) jsou q1 =
= 107* C a ostatni veli¢iny (qz, i1, i2) maji nulovou po¢ateéni hodnotu.
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Vézané elektromagnetické oscildtory

Obr. 12

Popsané modely jsou jednoduché a umoznuji zkoumani déji ve vaza-
nych oscilatorech interaktivnimi zménami vSech parametri, popf. poca-
te¢nich podminek, coz obvykle neni mozné u realnych experimentti. Je
vSak obtizné vytvaret timto jednoduchym postupem slozitéjsi systémy os-
cilatord, jejichz popis diferencidlnimi rovnicemi ani neni znam, nebo jejich
feSeni je prili§ slozité. Urcitym problémem experimentd s vazanymi os-
cildtory je také experimentdlni méfeni jejich frekvencni charakteristiky —
rezonancni krivky. Prakticky nemozné je méfeni rezonancni kiivky jedno-
duchych mechanickych oscilatora. U elektromagnetickych oscildtori mi-
zeme rezonancni krivku ziskat klasickym méfenim amplitudy kmitd pfi
postupné rostouci frekvenci (viz [1]). U vazanych oscildtort toto méfeni
ukéze, ze soustava dvou vazanych oscilatort na rozdil od izolovaného os-
cildtoru ma rezonanc¢ni kiivku se dvéma extrémy. Tzn. vazané oscilatory
maji dvé rezonancni frekvence, odpovidajici symetrickému a antisymetic-
kému médu kmitani.
oscilatori a jejich frekvencnich charakteristik miZeme vyuzit napft. si-
mula¢ni program NL5 Circuit Simulator [IV]. V ném snadno vytvorime
schéma, obvodu kreslenim pifimo na ploSe monitoru a ihned miizeme zob-
razit jak casovy diagram kmitani v daném obvodu, tak jeho frekvenéni
charakteristiku. Tento program byl pouzit k simulaci vSech zapojeni s vaza-
nymi elektromagnetickymi oscilatory. Jako ukazka je na obr. 13 je schéma
soustavy indukéné vazanych oscilatortd a na obr. 14 jsou odpovidajici ¢a-
sové diagramy kmitani oscilatori a frekvencni charakteristika se dvéma
charakteristickymi rezonan¢nimi frekvencemi.
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Obr. 13
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Obr. 14

Timto programem byl také vytvoren fetézec ¢tyi kapacitné vazanych os-
cilatori (obr. 15), jehoZ frekven¢ni charakteristika vykazuje odpovidajici
nartist rezonan¢nich maxim (obr. 16). To umoziiuje pfi vyuce dospét extra-
polaci tohoto pfipadu na dlouhou fadu vazanych oscildtort, ¢ili k predstave
dvouvodicového vedeni, kterym se muze Sifit postupné elektromagnetickd
vlna.

T 1" I
¢

Obr. 15
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Tracker 4.97: <http://www.cabrillo.edu/ dbrown/tracker/>
Logger Pro 3.14.1: <https://www.vernier.com/>

Modellus 4.01: <http://modellus.fct.unl.pt/>

NL 5 Circuit Simulator: <http://nl5.sidelinesoft.com/>
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