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Pojem diskriminantu kvadratické rovnice patii mezi zakladni pojmy
stfedoskolské matematiky. Setkdvame se s nim nejen pfi Feseni kvadratic-
kych rovnic, ale také pri studiu kvadratickych funkci nebo pfi urcovani
tecen ke kuzeloseckam. Cilem c¢lanku, ktery je urcen predevsim uciteltm
pracujicim s nadanymi zéky, je poukazat na dalsi moznosti vyuziti zna-
mych vlastnosti diskriminantu pfi dikazech nékterych typt algebraickych
nerovnosti, pfi feSeni jistych typt diofantovskych rovnic a také pfi hledani
extrému nékterych funkci bez pouziti diferencialniho poctu.

K pochopeni uvedené problematiky nejsou potfebné zadné specialni
znalosti pfesahujici rdmec stfedoskolské matematiky. Pfipomenme nyni
zakladni pojmy, které budeme v tomto piispévku pouzivat.

Kvadratickou rovnici o nezndmé z s redlnymi koeficienty a # 0, b, ¢
rozumime rovnici

ax® +bx +c=0.

Jak znamo, tato kvadratickd rovnice ma dva realné koreny, pravé kdyz
jejl diskriminant D = b% — 4ac je nezéporny. V opa¢ném piipadé ma tato
rovnice dva komplexné sdruzené koreny. Pro D < 0 nemd graf funkce
y = ax?® 4+ bz + c s osou x kartézského souradnicového systému Ozy zadny
spole¢ny bod.

Jednotlivé aplikace diskriminantu kvadratické rovnice budou dale pre-
zentovany a komentovany pii reseni konkrétnich tuloh. V zévéru ¢lanku jsou
pak uvedeny nékteré dalsi nefesené tilohy k procviceni uvedenych postupt.
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1. Dukazy algebraickych nerovnosti

Vlastnosti diskriminantu lze, jak vzapéti ukazeme, efektivné vyuzit v du-
kazech algebraickych nerovnosti, v nichz aspon jedna z proménnych v do-
kazované nerovnosti je stupné 2.

Piiklad 1 (6. ¢esko-polsko-slovenskd MO juniort, 2017, viz [1])
Dokazte, ze pro libovolna redlna ¢isla x, y plati nerovnost

(2 4+ 1)(y2 + 1) > 2(zy — 1)(z + ).
Reseni. Danou nerovnost prepiseme do ekvivalentniho tvaru
(y —1)%” —2(y* — Dz + (y +1)* 2 0. (1)

Je-li y = 1, je nerovnost (1) a také dana nerovnost splnéna trividlné pro
vSechna redlnd Cisla x. Predpokladejme dale, Zze y # 1. V tomto piipadé
lze na levou stranu (1) pohlizet jako na kvadratickou funkci o proménné x
a (redlném) parametru y. Snadno se vidi, Ze pro diskriminant odpovidajici
kvadratické rovnice plati

D=4(y—1)*(y+1)° —4(y—1)>*@y +1)*=0.

Vzhledem k tomu, Ze koeficient u kvadratického ¢lenu zkoumané funkce je
kladny (plati totiz (y — 1)2 > 0), je nerovnost (1) splnéna pro libovolné
realné ¢islo x a pro libovolné y # 1. Tim jsme dokézali platnost dané
nerovnosti pro vSechna redlna ¢isla x, y.

Pozndmka. Dilkaz dané nerovnosti lze mj. vést napt. vyuzitim skutecnosti,
7e levé strana ekvivalentni nerovnosti (1) je druhou mocninou vyrazu

z(y—1)—(y+1),
kde x, y jsou libovolna realna ¢isla.
Piiklad 2 (Cauchyho-Schwarzova nerovnost)
Necht n je pfirozené ¢islo. DokaZte, Ze pro libovolna redlnd ¢isla x;, y;
(i=1,2,...,n) plati nerovnost
(@ +a3+. . Fan) Wi +ys +. o hyn) 2 (@y F oy ayn)? (2)

Kdy nastane rovnost?
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Reseni. Pokudz; =23 =... =2, =0neboy; =y2 = ... =y, = 0, je ne-
rovnost (1) splnéna trividlné a navic v ni nastane rovnost. Pfedpoklddejme
dale, ze x2 + x3 + ... + 22 > 0, a uvazujme funkei f()), kde

FO) = Az —y1)* + Oag — )’ 4+ ... 4+ Az — yn)? (3)

s redlnymi parametry z;, y; (i = 1,2,...,n). Je zfejmé, Ze funkce f(X)
nabyva pro vSechna realna ¢isla A nezapornych hodnot, a to bez ohledu
na volbu redlnych parametrt z;, y;. Funkéni pfedpis (3) upravime déle
(s ohledem na ptedpoklad 23 + 23 + ... + 22 > 0) do tvaru kvadratické
funkce s proménnou A a redlnymi parametry xz;, y;. Plati

F) =@+ . 422N = 2@y 4.+ Ty A+ 4.+ 12) (4)

Vzhledem k tomu, ze tato kvadratickd funkce nabyva vyhradné nezapor-
nych hodnot, je jeji diskriminant D je nekladny, tj. plati nerovnost

D =4(z1y1 + ... Fxpyn)? — 4@ 4+ .. F22) (i + ...+ y2) <0.

Odtud jiz bezprostfedné plyne nerovnost (2) a diikaz je tedy i v tomto
pripadé uzavien.

Rovnost v (2) nastane s ohledem na tvar (3) funkce f(\), pravé kdyz
existuje realné ¢islo \ takové, Ze pro v8echna i € {1,2,...,n} plati Az; = y;
nebo pokud 1 =29 =...=x, =0.

2. ReSeni diofantovskych rovnic

V této casti poukazeme na moznost vyuziti diskriminantu kvadratické
rovnice pii feSeni nékterych typu diofantovskych rovnic. NiZze prezentovany
postup se ¢asto nazyva metoda diskriminantu.

Priklad 3
Urcete vSechny dvojice (z,y) celych ¢&isel vyhovujicich rovnici

P 4r+1=1y>%

Resent. Danou diofantovskou rovnici muzeme fesit jako kvadratickou rov-
nici s neznamou x a celo¢iselnym parametrem y ve tvaru

P +ax+(1-9%)=0. (5)
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Snadno se pfitom vidi, ze pro kazdy celoCiselny parametr y (y # 0) je
diskriminant D = 4y? — 3 rovnice (5) kladny. K tomu, aby kvadratické
rovnice (3) méla celoéiselny kofen x je nutné (nikoliv vSak postacujici), aby
hodnota jeho diskriminantu byla druhou mocninou nékterého prirozeného
¢isla, tj. aby platilo

4% — 3 =m?,

kde m je pFirozené ¢islo (pravé tento krok je ¢asto oznacovéan jako metoda
diskriminantu). Po tpravé posledni rovnice dostaneme

4y* —m? = (2y —m)(2y +m) = 3. (6)

Protoze prava strana rovnice (6) mé prvoéiselnou hodnotou, mame pravé
dvé moznosti, jak rozlozit prvocéislo 3 na sou¢in dvou celoéiselnych cinitelti.
Plati tedy (bez ohledu na potadi ¢initeli)

(2y —m)(2y+m)=3=1-3=(=1)-(-3).

Vzhledem k tomu, Ze m je pfirozené ¢islo, je 2y — m < 2y + m. Stadi tedy
uvazovat pouze nasledujici dvé soustavy linearnich rovnic o nezndmych y
a m. Prvni z nich

20—m =1,
20+m =3

ma feSeni y = 1, m = 1 a pro diskriminant D prislusné kvadratické rovnice

plati D = 1. Odpovidajici hodnoty neznamé x v dané diofantovské rovnici

pro nalezenou hodnotu y ziskdme dosazenim y = 1 do rovnice (5) a FeSime

tak kvadratickou rovnici 22 + x = 0, kterd ma celociselné koteny 0 a —1.
Podobné fesenim druhé soustavy rovnic

2y —m = -3,
20+ m = —1
dostavame y = —1 a m = 1. Dosazenim za y do (5) Fesime stejnou kvad-

ratickou rovnici jako v predchozim pfipadé s kofeny 0 a —1.

ZAVER. Dand diofantovska rovnice mé ¢tyfi celociselnd feSeni, jimiz jsou
uspofadané dvojice (x,y) € {(0;1),(—1;1),(0; -1), (—1;-1)}.

Pozndmka. Z pohledu analytické geometrie kuzelosecek predstavuje dana

rovnice v pfikladu 3 rovnici hyperboly. Zavér feSeni této tllohy nas pfitom
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vede k zajimavému zjisténi: Na obou vétvich této hypeboly lezi pouze
4 body s obéma celodiselnymi soufadnicemi (tzv. miiZové body). Jejich
soufadnice koresponduji s feSenimi dané tlohy.

Piiklad 4 (50. Béloruska MO, 2000)
Urcete v8echny dvojice (x,y) celych éisel, pro néz plati

y(z? 4 36) + x(y® — 36) + 32 (y — 12) = 0.

Reseni. Danou diofantovskou rovnici nejprve upravime do tvaru kvadra-
tické rovnice
ya? +(y* — 36)z +y(y — 6)* =0 (7)

s neznamou z a s celo¢iselnym parametrem y. Je-li y = 0, pak podle (7)
plati i x = 0, a dvojice (x,y) = (0;0) je FeSenim dané rovnice.

Dale necht y # 0. Diskriminant D kvadratické rovnice (7) musi byt
nutné nezaporny a navic musi byt druhou mocninou nékterého celého ne-
zaporného c¢isla. Plati pfitom

D = (y°—36)°—4y*(y—6)* = (y—6)°[(y+6)>—4y”] = 3(y—6)*(6—y)(y+2).

Odtud plyne, ze bud y — 6 = 0, tj. y = 6, nebo soucin 3(6 — y)(y + 2)
musi byt druhou mocninou nékterého celého nezdporného ¢&isla. ReSenim
kvadratické nerovnice

6—y)y+2)=0

zjistime, Ze hledand celd &isla y patii do uzavieného intervalu (—2;6). Po-
stupnym dosazenim vsech deviti celo¢iselnych hodnot y z tohoto intervalu
do vyrazu 3(6 — y)(y + 2) snadno zjistime, Ze tento vyraz je dvojmoci né-
kterého celého nezaporného c¢isla, pouze pokud y nabyva nékterou ze tii
celodiselnych hodnot —2, 4 nebo dfive urcené ¢islo 6.

Tim dostavame dalsi ¢tyfi celociselnd feSeni dané rovnice, kterymi jsou
usporadané dvojice (—8; —2), (1;4), (4;4) a (0;6).
ZAVER. Dané diofantovskd rovnice mé pét celo¢iselnych FeSeni, jimiz jsou

uspofddané dvojice (x,y) € {(0;0), (—8;—2),(1;4), (4;4), (0;6)}.

3. VysSetfovani extrému funkci

Hledéani extrémii, tj. nalezeni nejvétsi a nejmensi hodnoty dané funkce
jedné realné proménné na svém definiénim oboru patii mezi zakladni tikoly
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pri zkouméani prubéhu dané funkce. Pfi feseni nasledujicich dvou tloh uka-
zeme, jak je mozno v nékterych pripadech postupovat pfi feseni uvedeného
problému bez pouziti diferencidlniho poctu (bez derivace funkce). Jedna
se predevsim o nékteré funkce, jejichz funkéni pfedpis y = f(z) lze po
upravé ziskat ve tvaru kvadratické rovnice s nezndmou z a s (redlnym) pa-
rametrem y, a také o samotné kvadratické funkce. Poznamenejme jesté, ze
pri hledani extrémii (popf. lokdlnich extrémi) mnoha takovych funkcei lze
Casto vyuzit (kromé diferencidlniho poétu a nebo napt. doplnéni kvadra-
tického trojélenu na dvojmoc) také napf. zakladni algebraické nerovnosti,
jako je zndméa A-G nerovnost.

Priklad 5
Urcete extrémy (kvadratické) funkce

y=2z%—z+1.
Resent. Danou funkci upravime do tvaru kvadratické rovnice
202 —x+(1—9y) =0 (8)

s neznamou zr a realnym parametrem y. Definiénim oborem dané funkce
je mnozina R vSech redlnych cisel, a proto pro libovolné y z hledaného
oboru hodnot dané funkce existuje (asporti jedno) = € R takové, ze plati
(8). Uréime tedy vSechna y € R, pro néz m4 kvadratickd rovnice (8) redlné
kofeny, tj. hleddme vSechna y € R, pro néz je diskriminant rovnice (8)
nezdporny. Pro diskriminant D rovnice (8) musi proto platit

D=1-4.2-(1—y)=8y—7>0,

a tudiz y > 7/8. Dand kvadratickd funkce tedy nabyva svého minima
y = 7/8 pro x = 1/4, jak snadno zjistime dosazenim nalezené nejmensi
hodnoty y = 7/8 do dané rovnice nebo do rovnice (8). Z nalezeného vy-
sledku je rovnéZ patrné, ze dand funkce neni shora omezend, coz je ve
shodé se znamym chovanim kvadratické funkce daného typu.

Priklad 6

Urcete extrémy funkce
x

22 +1
Reseni. Pro y # 0, tj. pro = # 0 upravime danou funkci do tvaru kvadra-
tické rovnice

y:

yr? —x+y=0. (9)
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Defini¢nim oborem dané funkce je i v tomto pfipadé celd mnozina readlnych
Cisel. Vyuzitim vlastnosti diskriminantu kvadratické rovnice (9) urcime jeji
obor hodnot. Kvadraticka rovnice (9) mé diskriminant D = 1 —4y?, ktery
musi byt nezaporny, tj. musi platit 1 — 4y > 0. Pro odpovidajici funkéni
hodnoty y tedy plati y € (—3;%). Odtud vidime, Ze zkoumana funkce je
omezend, tj. omezena soucasné shora i zdola. Jeji minimalni hodnota je

y = —3, kterou, jak snadno zjistime po dosazeni za y do (9), nabyva pro
xz = —1. Jeji maximélni hodnota je y = %, jiz. dané funkce nabyva pro
x = 1. Vzhledem k tomu, Ze funkéni hodnota y = 0 (dosazena v bodé

# = 0) neni extremélni hodnotou dané funkce (=3 < 0 < 1), je dana
uloha vyfesena.

K procviceni uvadime trojici nefeSenych tloh (po jedné ke kazdé z vyse
uvedenych aplikaci diskriminantu kvadratické rovnice).

Priklad 7
Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla x, y, z plati nerovnost

x2+y2+z2 >zy+yz+zx
a urcete, kdy nastane rovnost.

Priklad 8
Urcete vSechny dvojice (m,n) celych ¢isel splitujicich rovnici

m? +n? =mn + 3.
[RE§eni: (mvn) € {(la 71)7 (71; 1)7 (2; ]-)7 (17 2)7 (72; 71)7 (*1; 72)}]

Priklad 9
Urcete extrémy funkce
rz—1

24+ax+1
[Ymin = —1 —2v3/3 pro x = 1 —/3; Ymax = —1+2v/3/3 pro z = 1+ /3]

y:
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