Priloha Casopisu
MATEMATIKA - FYZIKA - INFORMATIKA
Ro¢nik 26 (2017), Cislo 4

Ulohy 1. kola (domaéci ¢4st)
67. rocniku MO (kategorie P)

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tikolem v nich je vytvofit
a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto
dvou uloh odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani
piistupné na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také naleznete
dalsi informace. Odevzdand feseni budou automaticky vyhodnocena po-
moci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se dozvite kratce
po odevzdani. Pokud vas program neziska plny pocet 10 bodt, mutizete své
TeSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické a skladaji se z nékolika ¢asti. Hod-
noceni jednotlivych ¢asti je uvedeno pfimo v zadani dlohy, celkem lze za
kazdou tlohu ziskat az 10 bodt. Reseni tilohy P-I-3 bude obsahovat po-
zadované vysledky, pfipadné popis pouzitych algoritmi, zdtivodnéni jejich
spravnosti a odhad éasové a pamétové slozitosti. Reseni tilohy P-I-4 bude
popisovat, jak se sestroji pozadované funkce pomoci prostfedki uvedenych
ve studijnim textu. Reseni obou teoretickych tloh odevzdévejte ve formé
souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tloh muzete odevzdavat do 15. listopadu 2017. Opravena
feSeni a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webovych
strankach olympiddy na adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dis-
pozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Trojice

Martin si vyrobil n karticek a na kazdou napsal jedno prirozené ¢islo.
Potom se postupné podival na vSechny mozné (neuspotrddané) trojice kar-
ticek. Pro kazdou trojici spocital soucet jejich ¢isel a vysledek si zapsal na

papir.
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Soutézni tloha

Je dano pfirozené ¢islo n a seznam cisel na kartickach. Déale je dano
rozumné malé pfirozené ¢islo k. Uréete k-té nejmensi cislo zapsané na
Martinové papiru — tedy k-ty nejmensi soucet mezi vSemi soucty trojic
¢isel na kartickach.

Pokud vznikne néjaky soucet vice rtznymi zpusoby, pocitame kazdy
jeho vyskyt zvlast (viz prvni pfiklad).

Format vstupu a vystupu

Program ¢te data ze standardniho vstupu. Na prvnim fadku vstupu
jsou dvé prirozena c¢isla n a k. Na druhém fadku vstupu je n navzijem
riznych pfirozenych ¢isel ay, .. ., a,. Cisla jsou uspofddana od nejmensiho
k nejvétsimu.

Program vypise na standardni vystup jediny fadek obsahujici jedno
Cislo: k-ty nejmensi mezi vSemi soucty trojic.

Hodnoceni

Vas program bude testovan na deseti sadach testovacich vstupt, za kaz-
dou muzete ziskat 1 bod.

Ve vsech sadach plati 3 < n < 100000, 1 < &£ < 1000000, & < (g) a
1<a; <ag < - < ap, < 10'. Pozor, na ulozeni hodnot a; pouzijte
proménné s dostatecnym rozsahem!

V prvnich tfech sadach plati n < 500. V dalSich trech sadach plati
n < 7000.

Priklady

Vstup: Vystup:
5 4 8
12345

Toto je vsech 10 moznych soucti: 6, 7, 8, 8, 9, 9, 10, 10, 11, 12. Prok = 3 i
pro k = 4 je tedy spravnym vystupem ¢islo 8. Pro k = 9 by bylo spravnym
vystupem ¢islo 11.

Vstup: Vystup:

5 4 1110

1 10 100 1000 10000

Tentokrat jsou vSechny soucty trojic navzajem rizné.

P-I-2 Telenovela

V televizi vysilaji novou telenovelu. Jakub by ji chtél sledovat, ale ma
hodné prace. Jesté ze vSechny dily ve vysilani tak Casto opakuji. A tak
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Jakub sedi, v jedné ruce méa svtj diaf, v druhé televizni program, a vymysli,
na které dily se méa vlastné divat.
Pri sledovani telenovely plati nasledujici zasady:

e Uplné na zacatku je tieba vidét prvni dil, v némz se seznamime s hlav-
nimi postavami.

® Neni nutné vidét vSechny dily. VSechno dilezité se opakuje, takze
mizeme libovolné mnozstvi dili vynechat.

e Je ale dulezité sledovat dily ve spravném potadi. Jakmile shlédnete
néjaky dil telenovely mimo poradi (tedy nejprve pozdéjsi a potom
teprve diivéjsi dil), uz nikdy se nezorientujete v tom, co se vlastné
kdy stalo.

e Z4dny dil nechceme sledovat dvakrat.

e Uplné na konci je tieba vidét posledni dil, ve kterém piijde happyend.

Soutézni tloha

Je dana posloupnost as,...,a, Cisel téch dilt telenovely, na jejichz vy-
silani by se Jakub mohl divat. Néktera cisla se mohou v posloupnosti
opakovat (kdyz ma Jakub ¢as sledovat vice vysilani téze epizody), néktera
mohou v posloupnosti chybét (kdyz Jakub nemé ¢as sledovat ani jedno
vysilani piislusné epizody). Zjistéte, zda muze Jakub shlédnout teleno-
velu tak, aby dodrzel vyse uvedené zasady. Pokud ano, urcete také, kolik
nejvyse dild mize vidét.

Format vstupu a vystupu

Program ¢te data ze standardniho vstupu. Na prvnim fadku vstupu jsou
dvé celd ¢éisla n (pocet dili, které Jakub mtize sledovat) a e (pocet vSech
epizod telenovely). Epizody jsou oc¢islovany od 1 do e. Na druhém fadku
je posloupnost n celych ¢isel aq, ..., an: €isla epizod v chronologickém
poradi, jak po sobé nasleduji ve vysilani.

Program vypisSe na standardni vystup jediny fadek a na ném jedno ¢islo:
maximalni pocet dild, které muze Jakub vidét pii spravném sledovani tele-
novely. Jestlize telenovelu nemize sledovat spravnym zptusobem, program
vypise ¢islo —1.

Hodnoceni

Vas program bude testovan s deseti sadami testovacich vstupi, za kaz-
dou muzete ziskat 1 bod.

Ve vSech sadéach plati 1 <n < 100000, 2 <e < 109 a pro kazdé i plati
1 S a; S €.
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Rzné sady maji rtizné velkou (postupné rostouci) maximéalni hodnotu n.
Specidlné v druhé sadé je n = 10, ve tieti sadé je n = 14, v paté sadé je
n = 100, v sedmé sadé je n = 7000.

V sadéach s lichym cislem plati, ze v kazdém testovacim vstupu jsou
vSechna a; navzajem rtzna.

Priklady
Vstup: Vystup:
5 50 2

33 1 50 20 47

Jakub se podiva na prvni a poté na posledni epizodu.
Vstup: Vystup:

8 50 3
133335014

Jakub se podiva na epizodu 1, na jedno ze ctyi vysilani epizody 3 a nakonec
na epizodu 50.

Vstup: Vystup:
6 50 -1
47 4 6 3 5 1

Kdyz se Jakub podiva na prvni epizodu, uz nestihne zadnou dalsi. Navic
nikdy neuvidi posledni epizodu (s ¢islem 50).

Vstup: Vystup:
6 6 5
124356

Z epizod 3 a 4 si Jakub vybere jednu, ostatni uvidi vSechny.

P-I-3 Pievraceni prefixu

Ve vSech ¢astech této ilohy mame na zacatku pole A[l..n], v némz je
ulozena néjakd permutace ¢isel od 1 do n. Jinymi slovy, kazdé z ¢isel od 1
do n se v poli A nachézi pravé jednou.

Obsah pole A muiZeme ménit pouze pomoci operace flip(k). Hodnota k
pfitom musi byt z rozmezi od 1 do n (v&etné). Provedenim této operace
prevratime poradi prvnich £ prvka v poli A.

Napf. z pole A = (1,2,3,5,4) dostaneme operaci flip(3) pole (3,2,1,5,4).

Cast A (2 body) Naleznéte algoritmus s polynomialni asovou slozitosti,
ktery libovolné vstupni pole A usporada.
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Cast B (2 body) David se rozhodl, ze bude stile opakovat operaci
flip(A[1]). V kazdém kroku se tedy podivd na prvni prvek pole A a na-
sledné prevrati poradi tolika prvki, jakou hodnotu mél prvni prvek pole.
Kdyz tedy napiiklad na zacatku pole bude ¢islo 4, provede flip(4).

Davidovi se zd4, ze af za¢ne s jakymkoliv polem, vZdy se ¢asem stane,
7e se na zacCatek pole dostane ¢islo 1. Tim samoziejmé vsechna zabava
konéi, protoze od tohoto okamziku uz bude David opakovat jenom operaci
flip(1), ktera obsah pole nijak neméni.

Ovéite tuto hypotézu pro n = 10. Zjistéte, pro kterou z 10! poc¢atec¢nich
permutaci provede David nejvice kroki, nez se na zacatek pole dostane
jednicka.

Cést C (3 body) Pro n = 47 uréete néjakou permutaci, pro kterou David
provede velké mnozstvi kroki, nez poprvé nastane A[1] = 1.

Za permutaci, pro kterou vykond aspon 500 krokt, dostanete 1 bod.

Za permutaci, pro kterou vykona aspon 650 krokt, dostanete 2 body.

Za permutaci, pro kterou vykona aspon 750 krokt, dostanete 3 body.

Cast D (3 body) Plati skuteéns, Ze se pro kazdou hodnotu n a pro
kazdou permutaci ¢isel v poli A dostane ¢asem na zacatek pole A ¢islo 17
Dokazte toto tvrzeni, nebo naleznéte protiptiklad.

P-I-4 Stavebnice funkci

K této tiloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stranach.
Doporucujeme vam nejprve prostudovat studijni text a az potom se vratit
k samotnym soutéznim tuloham.

Jednotlivé ¢asti ulohy lze fesit v libovolném poradi. Pozadovanou funkci
miuzete sestrojit ,,ve vice krocich® — tedy nejprve si vytvorit néjaké jedno-
dussi pomocné funkce.

Cast A (2 body)

Sestrojte funkci zzz3: funkci se tiemi vstupy, ktera vzdy vrati na vystupu

nulu. Formalné fe¢eno, musi platit

Ya,b,c: 222°(a,b,c) = 0.

Cast B (2 body)
Mate k dispozici n&jakou funkci ¢?*, ale nevite nic o tom, co poéita.
Sestrojte funkci ¢ definovanou nasledovné:

Ya,b,c: 1>*(a,b,c) = p*(b,a,c,a)
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Cast C (2 body)
Sestrojte nasobeni: binarni funkci mul takovou, Ze pro vSechna ¢isla a,
b plati mul(a,b) =a-b.

Cast D (2 body)
Sestrojte predchiidce: undrni funkci p takovou, ze p(0) = 0 (nebot z4-
pornd ¢isla nemame) a Vn: p(n + 1) = n.

Cast E (2 body)

Sestrojte odcitani, resp. funkci, ktera se co nejvice podoba odc¢itani.
Pfesné feCeno, sestrojte bindrni funkci sub takovou, Ze pro x > y je
sub(z,y) =x —y a pro x <y je sub(x,y) = 0.

Studijni text

Tomas dostal k narozeninam zvlastni darek: stavebnici funkci. Kdyz
balicek rozbalil, nasel v ném hned nékolik raznych véci. Nejprve uvidél
tfi sacky s hotovymi funkcemi. Kazda funkce je mala krabicka, kterda ma
nékolik vstupid a pravé jeden vystup.

e V prvnim sicku byla jedind funkce. Jmenovala se z (z anglického
szero®, tedy nula), neméla zadné vstupy a na vystupu vracela stéle
¢islo 0.

e Také ve druhém sdcku byla jen jedna funkce. Tato se nazyvala s (z ang-
lického ,,successor, tedy néslednik). Méla jeden vstup a jeden vystup.
Kdyz na vstupu dostala ¢islo n, vratila nam na vystupu ¢islo n + 1.

® Tieti sacek byl o néco plnéjsi — bylo v ném nekone¢né mnoho funkci.
Pro kazdé k a n (takové, ze 1 < k < n) tam byla funkce v}’ (,vyber
k-ty z n vstupi®), kterd méla n vstupt a na vystup vzdy vratila tu
hodnotu, kterou dostala na svém k-tém vstupu.

Na obréazku jsou zndzornény funkce z, s a vj3.

0 n n+1
—fv}
—

— e —
—

Zbytek balicku obsahoval dva pfistroje, které zjevné slouzi k vyrobé no-
vych funkci. Na jednom z nich byl napis Kompozitor, na druhém Cyklovac.
Kazdy z pristroju funguje tak, Ze dovnitf vloZime ve spravném poradi né-
jaké funkce, zatocime klikou a vypadne ndm novéa funkce. Ta je vhodné
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poskladana z funkci, které jsme do pristroje vlozili. Nez si podrobnéji po-
piseme fungovani Kompozitoru a Cyklovace, potfebujeme si o nasich funk-
cich néco Fici formalnéji.

V této tloze povazujeme nulu za pfirozené ¢islo. Ptirozend ¢isla pro nés
tedy tvofi mnozinu N = {0,1,2,3,...}.

Vsechny funkce, s nimiz budeme pracovat, budou definovany na celém
oboru pfirozenych ¢isel. Na vstupu budeme tedy funkci zadavat pfirozena
¢isla a pro kazdy mozny vstup nam funkce vrati na vystupu jedno pfirozené
¢islo.

Pocet vstupt funkce se nazyvé arita. Napfiklad funkce s jednim vstu-
pem se nazyvéa undrni, funkce se dvéma vstupy bindrni atd. Funkce vJ
mé aritu 7. Funkce z ma aritu 0. Aritu funkce budeme nékdy explicitné
zapisovat jako horni index. Mohli bychom tedy napftiklad fici, Ze v prv-
nim sa¢ku byla funkce 2° a ve druhém funkce s'. U vybiracich funkef v}
musime aritu uvadét vzdy, jelikoz tieba v] a v] jsou dvé rtizné funkce.

Jakmile néjakou funkci vytvoiime, mame navzdy k dispozici libovolné
mnozstvi jejich kopii. Specialné plati, ze kdyz funkci pouzijeme pfi vyrobé

vvvvv

Kompozitor

Kompozitor umi funkce sklddat (v béZzném matematickém smyslu to-
hoto slova). Musime ovSem dévat pozor na spravné arity funkci. Pouziti
Kompozitoru se sklada z nasledujicich krokii:

1. Zvolime si aritu a > 0 funkce, kterou chceme vytvorit.

2. Zvolime si funkci g (tedy funkci g s néjakou aritou b, t¥eba i jinou
nez a), kterou pouzijeme ve druhé fazi vypocétu. Hodnota b musi byt
kladnda — jinymi slovy, funkce g musi mit aspor jeden vstup.

3. Zvolime si b funkci f{,..., f7, které pouzijeme v prvni fazi vypoctu.

4. Zato¢ime klikou na Kompozitoru a vypadne nam z néj nova funkce h
definovana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x_1, X_a ):

tmp_1 = f_1 ( x_1, ..., x_a )
tmp_2 = £ 2 ( x_1, ..., x_a )
tmp_b = f_b ( x_1, ..., x_a )

return g ( tmp_1, ..., tmp_b )

Jak vidite, funkce h vezme a vstupt, které dostala. Pomoci funkei f;
aZ fp z nich vypoc¢ita b pomocnych hodnot. Nakonec pomoci funkce g
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spocCita z pomocnych hodnot vystup celé funkce h.

h = Kl[f1, f2, 9]
fi

N.
f2 fﬁ

N

Na obrazku je graficky znézornéna funkce vyrobend Kompozitorem pro
a=3ab=2.

Cyklovac¢

Cyklova¢ umi provadét for-cykly. Také pfi jeho pouziti musime dbat na
spravné arity funkci a potfadi jejich parametri. Spravné pouziti Cyklovace
vypadéa takto:

1.

P-8

Zvolime si aritu a > 1 funkce, kterou chceme vytvorit. Prvnim para-
metrem této funkce (ozna¢ime ho x) bude specidlni proménné, kterd
urcuje, kolikrat se mé for-cyklus provést. Ostatni parametry (ozna-
¢ime je y1,...,Ya—1) budou zistavat beze zmény.

. Zvolime si funkci f271, jejimz provedenim bude vypocet zacéinat.
. Zvolime si funkci g®T?!, kterd pocitd, co se stane p¥i jedné iteraci

cyklu. Funkce g ma a+ 1 vstupt: vSechny proménné, které bude mit i
vysledna funkce, a navic jesté hodnotu, ktera byla vystupem ptredchozi
iterace cyklu.

. Zato¢ime klikou na Cyklovaéi a vypadne ndm z néj nova funkce h

definovana nasledujicim pseudokédem:

def h ( x, y_1, ..., y_{a-1} ):
tmp = f (y_1, ..., y_{a-1} )
for i = 0 to x-1:
tmp = g (i, y_1, ..., y_{a-1}, tmp )

return tmp
Vypocet tedy zacne tim, Ze funkci f spocitdame (z ostatnich parame-
trl) vystup pro = 0. Z ného potom funkci g vypocitdme vystup
pro x = 1, z néj opét funkci g vystup pro x = 2 a tak dale az po
pozadovanou hodnotu prvniho parametru.
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Znaéeni

Rovnost dvou funkci budeme zapisovat symbolem =. Zapis f = g tedy
znamena, ze funkce f a g maji stejnou aritu a na kazdém vstupu déavaji
stejny vystup.

Funkci, kterda vznikne Kompozitorem z funkci fi,...,f; a g, budeme
oznacovat K[f1,..., [, 9]

Funkci, ktera vznikne Cyklovacem z funkei f a g, budeme znaéit C[f, g].

Priklad 1

Pojdme se nyni spoleéné podivat na to, jak si Tom4s zacal vytvaiet nové
funkce. Péknou jednoduchou funkcei je naptiklad identita: unarni funkce ¢
takova, ze pro kazdé n je i(n) = n. Vite, jak ji vyrobit?

To byla trikova otazka. Identitu vytvaret nepotfebujeme, dostali jsme ji
ve tfetim sacku. Identitou je totiz funkce vi. MtZzeme proto psit i = v}.
Priklad 2

Vyrobime si funkci j°: konstantni funkci, kterd neméa zadny vstup a na
vystupu vraci hodnotu 1.

Tuto funkci vytvorime Kompozitorem. V prvnim kroku pouzijeme funkci
z, kterd nemé zadny vstup a na vystupu vrati 0. Tuto 0 potom ,,posleme
dale“ do funkce s, ktera ji zvysi na 1.

Dostavame tedy j° = K|z, s].

Priklad 3

Unérni funkci plus3, ktera svij jediny vstup zvysi o 3, ziskdme napii-
klad jako K[K]s, s, s]. Nejprve si tedy vytvofime funkci Ks, s], kterd sviyj
vstup zvysi o 2, a tuto funkci potom opét vlozime do Kompozitoru s dalsi
funkci s.

Priklad 4
Nyni si ukazeme, jak si Tomas mtize vyrobit s¢itani — tedy binarni funkci
add takovou, ze
Ve,y: add(z,y) = x + .

Zakladnim pozorovanim je, ze s¢itani je vlastné opakované pouziti funkce
»+1¢, tedy naslednika. Vypocet = 4+ y si mizeme zformulovat takto: ,za-
¢ni s hodnotou y a potom na ni x-krat pouzij funkci s“. Vypada to jako
cyklus, takze na vyrobu s¢itani budeme chtit pouzit Cyklovag.

Podivejme se na pseudokdd funkce, kterou vytvoril Cyklovaé (s tim, Ze
si ho uz upravime konkrétné na funkci se dvéma vstupy).
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def add(x,y):
tmp = £(y)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,y,tmp)
return tmp

Jaké funkce f a g potiebujeme vlozit do Cyklovace, kdyz chceme dostat
funkci pro séitani?

Funkce f méa jednoduse vratit hodnotu y, kterou dostala na vstupu —
takze f bude identita.

Funkce g mé v kazdé iteraci cyklu vzit starou hodnotu (uloZenou v pro-
ménné tmp) a zvysit ji pouzitim funkce s. Potfebujeme tedy funkci se tfemi
vstupy, kterd prvni dvé vstupni hodnoty ignoruje, na tfeti pouzije funkci
s a vrati vysledek této operace. Takovou funkci sice jesté nemame, ale
umime si ji snadno vytvoiit Kompozitorem: je to funkce K[v3, s].

Dohromady tedy dostavame

add = C [v1, K[v},5]] .

Priklad 5

Dalsi jednoduchou funkci je unarni konstantni nula, tedy funkce zz!,
kterd m4 jeden vstup a na vystupu vzdy vraci nulu. (Zapséno formdlné:
Vn: zzl(n) = 0.)

Nez si ukazeme, jak zz! vyrobit, poznamenejme, ze 22! a 20 (coz je
funkce z, kterou jsme dostali v prvnim sacku) jsou dvé rizné funkee.

Zdalo by se, Ze funkci zz' ptjde néjak vyrobit z funkce 2° pomoci Kom-
pozitoru. Jenze jak? Kdybychom pouzili funkci z° v prvnim kroku, tak
bez ohledu na to, jakou funkci pouzijeme ve druhém kroku, urcité ziskame
funkci s aritou 0. V druhém kroku funkei z° pouzit nesmime, nebot funkce
pouzitd v druhém kroku musi mit kladnou aritu.

Ptes Kompozitor tedy cesta nevede. Ukazeme si ale, Ze funkci zz! doka-
zeme vytvorit pomoci Cyklovace. Nejprve se opét podivame, jak to vypada,
kdyz chceme pomoci Cyklovace vyrobit unarni funkci. My dodame funkce
f° a ¢g? a Cyklovac¢ nam z nich sestavi funkci h' definovanou nasledovné:

def h(x):
tmp = £(0)
for i = 0 to x-1:
tmp = g(i,tmp)
return tmp
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Jak zvolime funkce f a g, aby funkce h pro kazdy vstup vracela nulu?
Zjevné musime zvolit f = 2°, aby bylo h(0) = 0. Za funkci g miizeme
jednoduse vzit g = v3. Tim se z pifkazu tmp = g(i,tmp) stane piikaz
tmp = tmp, a proto v proménné tmp zlstane stale nula bez ohledu na
hodnotu z.

Touto pomérné umélou konstrukei jsme si tedy ukézali, Ze funkei zz!
miizeme sestrojit jako C[z,v3).
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