Zajimavé matematické tilohy

Uvetejnujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ilohy
a uvadime zadéni dalsi dvojice tiloh. Regeni novych tloh 237 a 238 mu-
zete zaslat nejpozdéji do 20. 11. 2017 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 237
Je dan pravouhly cétytstén ABCD s pravymi uhly pii vrcholu D. Na
jeho hranach AD, BD, C'D uvazujme po fadé body X, Y, Z, pro néz plati

|AX| |BY| [CZ] _

=1
|XD| |YD| |ZD|

v

Jaroslav Svrcek

Uloha 238
Urcete vSechna celé c¢isla n, pro ktera je ¢islo

4n® — 9n + 16

druhou mocninou nékterého pfirozeného cisla.

Pavel Caldabek

Déle uvadime feseni tloh 233 a 234, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve druhém disle aktualniho rocniku naseho ¢asopisu.

Uloha 233

Dokazte, ze desitkovy zapis nekone¢né mnoha pfirozenych mocnin ¢isla 4
zacind cislici 9.
Jacek Uryga € Pavel Caldabek
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Resent. Dlikaz tvrzeni tlohy provedeme sporem. Predpoklddejme, Ze tako-
vych mocnin existuje jen koneény pocet. Potom existuje takové prirozené
¢islo a, ze vSechny prirozené mocniny ¢isla 4 zaéinajici ¢islici 9 jsou mensi
nez 4. V dalsim oznac¢me |z| celou ¢ast redlného ¢isla x, tedy nejvétsi
celé ¢islo, které neni vétsi nez x a {z} desetinnou ¢ast redlného ¢isla x, tj
islo {z} =z — |z] € (0;1).

Uvédomme si, ze desitkovy zapis prirozeného ¢isla A zacind cislici 9,
pravé kdyz log9 < {log A} < 1. Tato nerovnost je totiz ekvivalentni s ne-
rovnosti

9< 1010gA— [log A] < 10,

a tedy i s nerovnosti
9-10l84) < 4 <10 1054l

ktera uz uvedené tvrzeni dokazuje, protoZe pro pfirozené ¢islo A je |log A |
celé nezaporné ¢islo. Cislo 4% nezac¢ind ¢islici 9, tedy plati {log4%} < log9.
V dalsi ¢asti si uvédomme, Ze ¢islo 4° = 1024 je ,velmi blizko® tieti
mocniné desitky. Vynasobenim éisla 4% ¢islem 4° se desetinna ¢ast jeho
logaritmu zvétsi o desetinnou ¢ast logaritmu &isla 4°, tedy o &islo

{log4®} = 5log4 — 3 = 0,0103.
Protoze {log4°} < 1—log9 = 0,0456, po jistém poctu k nasobeni ¢islem 4°

bude desetinné ¢ast logaritmu ¢isla 4%T°% lezet mezi ¢isly log 9 a 1, pfesnéji
feceno po k vynasobenich, kde

log9 — {log 4}
k=|——7F—— 1.
{ 5log4 —3 *

Tim jsme dostali vétsi mocninu &isla 4 nez 42, tedy &islo 4%T%% ktera zacina
¢islici 9, coz je hledany spor.

Pozndmka. Cislici 9 za¢inaji mocniny 4% pro

a =178,83,88,93,176, 181,186, 191, . ..

Spravna feseni zaslali Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH
Ziirich.
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Uloha 234
Na stranach AC a BC rovnostranného trojuhelniku ABC' lezi po fadé
body K a L tak, ze ¢tyfuhelniku ABLK lze opsat kruznici. Polomér této
kruznice je /7krat vétsi nez polomér kruznice opsané trojuhelniku C K L.
Urcete pomér, ve kterém déli body K a L strany AC a BC.
Jaroslav Zhouf

Resent podle Karola Gajdose.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze délka strany rovnostranného
trojihelniku ABC je 1. Vnitini thly pfi vrcholech A, B tétivového &tyi-
thelniku ABK L maji velikost 60°, proto velikosti jejich protéjsich uhla
maji velikost 120°, tedy ABK L je rovnoramenny lichobéznik. Body K a
L tak déli strany AC a BC ve stejném poméru a trojihelnik CKL je
rovnostranny. Oznacme k velikost jeho strany a r polomér kruznice jemu
opsané. Ziejmé plati k = /3.

1
2

Ozna¢me O; stfed kruznice opsané trojuhelniku CKL, P stied jeho
strany KL, O, stfed kruznice opsané ¢tyruhelniku ABLK a R stfed jeho
strany AB. Body C, Oy, P, O2 a R zfejmé lezi na spolecné ose usecek
KL a AB. Velikost pfepony KOs pravotuhlého trojihelniku PKQOs je dle
zadani /7 r, velikost jeho odvésny je

1

1
|PK|= k= 5\/57:
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Podle Pythagorovy véty plati
5
|P02‘ = 5 r.

Dale podle Pythagorovy véty v pravothlém trojihelniku AO5 R s preponou
AO, délky V/7r a odvésnou AR délky % plati

/ 1
|ROQ|: 77'271.

Vyska PR lichobézniku ABK L ma velikost

3

|PR| = |CR| - |CP| = %f— 5"

Tedy plati
(IPR| = [PO2))* = |RO2 [,

coz po dosazeni dava
2
1 1
(2\/§— 4r> =7 - 1

(Tato rovnice pokryva oba pfipady, kdy bod Oy miiZe leZet uvniti nebo
vné lichobézniku ABKL.) Po tpravé dostaneme kvadratickou rovnici

9% —4V3r+1=0

s kofeny r; = %\/ﬁ ary = %\/g Odtud vychazi k1 =1, ko = % V prvnim
pfipadé nejsou body K, L vnitinimi body tsecek AC a BC. Ve druhém
déli usecky AC' a BC' ve shodném poméru

|AK| |BL| 1-3%
KC| |Lc) 11

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Frantisek Jdachim z Vo-
lyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich a Alexy Walczak
z II LO v Tarnowskich Gdrach (Polsko).

Pavel Caldbek
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