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Uvod do diferencidlniho a integralniho poétu miZe byt (s ohledem na
RVP a SVP) jednim ze zavéreénych témat vyuky matematiky na stied-
nich skolach, at uz v povinné nebo rozsifené podobé. Stiedoskolaci si asto
uvédomi silu téchto prostfedki zejména pti studiu vlastnosti funkci. Mnozi
k tomu, Ze si pfi samostudiu neuvédomi nékteré vyznamné moznosti a di-
sledky vyuziti diferencidlniho poctu, které se objevuji napf. pii zkoumani
pribéhu realné funkce jedné realné proménné. Jednim z téchto disledkt
je velmi zajimavé (nikoliv v8ak zndmd) Newtonova nerovnost.

Béhem stfedoskolského studia se zaci seznamuji s rtiznymi priméry sou-
bort readlnych cisel, odvozuji a pouzivaji nerovnosti mezi nimi. Zékladnim
z téchto priméru je aritmeticky primér A(xy,zs,...,x,) n-tice nezipor-
nych redlnych éisel, dalsim je geometricky primér G(xy,za,...,z,) této
n-tice, Casto znaji téZ harmonicky pramér H(zq,xa, ..., z,) ¢i kvadraticky
prumér K(x1,xs,...,z,) n-tice kladnych redlnych ¢isel. Ti, ktefi se hlou-
béji seznami s uvedenymi priimeéry, znaji i zobecnéni téchto primeéri — tzv.
mocninny pramér M, (z1,x2, ..., =,) redlného stupné p a nerovnosti mezi
nimi. Definujme nejprve tyto prameéry.

r1+xo+ ...+ xp

Az, 22, ..., 2p) = p ,
G(z1,xa,...,@y) = VYT1Za... Ty,
n

H(xlvl'Qa"'axn) = 1 1 1 0

224+ 22 4+ .. 422
K(th%"'vxn)\/ ! 2 n,

n

Mo(z1,29,...,20) = G(x1,22,...,Zn),
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1
V4 D P\ p
x1+x2+...+xn> C p4o.

My(z1,22,...,2p) = < -

Zvidavi zaci se mohli sezndmit s nerovnostmi mezi témito praméry napft.
v [2] nebo [3].

Véta
Pro libovolné kladnd (nezédpornd) realnd &isla xq, s, . .., x, plati
H(x17x27"‘,mn) < G(xthv"’,mn) <
< A(zy, o, ..., xn) < K(x1,2a,...,T,),
p<qg= Mp(x17x2, s axn) < Mq(x17x27 s axn)a
pfitom rovnosti nastavaji jediné v pfipadé r1 = x5 = ... = z,.

Z4ky také ¢asto zajim4, zda néjaky ,primér lezi mezi“ aritmetickym a
geometrickym prumeérem. Mezi témito primeéry ziejmeé lezi libovolny moc-
ninny pramér stupné p € (0; 1). Nasledujici ptispévek ukazuje, Zze podobné
,prameéry* muzeme konstruovat i jinym zptisobem, napiiklad pomoci Mac-
laurinovych nerovnosti.

Symetrické soucty

Necht z1,3,...,T, jsou nyni libovolné redind &isla, definujme n + 1
symetrickych souc¢ti S; nasledujicim zpisobem.

S()(l‘l, Loy ... ,xn) = 1,
Sl(l‘l, Loy ... ,xn) = A($1,$2, . ,Z‘n),
12 + 2123+ ...+ 212 +Tox3 + ...+ Tp_1Tp
So(x1,T2,...,2p) = - ;
(5)
T1T2X3 + L1X2Xg + ... + Tp_2Tp_1Tn
53(1'1,$2,.~.7xn): n )
(3)
Sn(T1, T2, ...,Tn) = T1T2 ... Tp.
Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme znaéit S;(z1, z2,...,xz,) jako S;.
Symetricky soucet S; je tak aritmetickym priamérem vSech (’Z) soucini ¢
riznych ¢&isel z n-tice (x1, 22, ..., 2y).
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Newtonova nerovnost
Nyni dokdZzeme tzv. Newtonovy nerovnosti, viz napt. [4].
Véta

Pro libovolné ¢islo i =1,2...,n — 1 plati

Si—1Si41 < 51-2-

Ndstin dukazu: Nejdiive prozkoumejme pfipad t¥i redlnych promeénnych
T1, To, 3. Plati
T1+ T2 + 3

50:1, Slzf’ Sy =

T1T2 + T1T3 + T2T3

3 , Sz =zT1T273.

Newtonova nerovnost SySs < Sf pro ¢ = 1 znamena

1

) T1T2 + T1X3 + T2x3 < ((El —+ X2 +1’3>2
3 - 3

Po nékolika elementarnich upravach zjistime, ze tato nerovnost je ekviva-
lentni s nerovnosti

2 2 2
T1T2 + Tax3 + 2371 < X7 + X5 + 23,
ktera je ovSem ekvivalentni s platnou nerovnosti
2

0< (l‘l - x2)2 + (l‘z — x3)2 + <x3 — 371) .

(Zde dokonce vidime, pro¢ rovnost nastane pouze v ptipadé x; = x2 = x3.)
Newtonova nerovnost 5153 < S2 v piipadé tii proménnych znaci

X +$2+{133
3

2
1T + T1T3 + T2X3
3

s r1rory < (

Pokud je nékteré z ¢isel x; rovno nule, tato nerovnost ziejmé plati, pro-
toze na jeji levé strané je 0, na pravé strané je nezdporné cislo. V piipadé
r122x3 # 0 prejdeme vydélenim obou stran této nerovnosti kladnym éis-

lem z?z323 k ekvivalentni nerovnosti

1 1 1 1 1 1y 2
+ + —+ —+ —
T1T2 T2X3 31 < 1 2 xs3
3 - 3 ’
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ktera ovSsem plati, protoze je to jiz dokdzana nerovnost

1 1 1 1 1 1 1 1 1
SO <77> '52 (77) SS% (77)‘
Tr1 T2 X3 Tr1 T X3 1 T X3

Tyto vahy pro tfi proménné nam naznacuji zptisob, jak dokazat New-
tonovu nerovnost v obecném pripadé n proménnych proi =1ai=n—1.
Pro obecné n a i = 1 postupnymi Gpravami dostavame

> T,

2
Sf—Song(x1+x2+"'+x”> _1§i<jin _
n (5)
(n—=1) X af—2-% zuz, > (zi—5)?
B 1<i<n 1<i<j<n _1<i<j<n
B n?(n—1) N n?(n—1)

Piitom posledni vyraz je jisté nezaporny, proto plati S7 — SpSs > 0, tedy
Newtonova nerovnost plati v ptipadé ¢ = 1.

V pripadé obecného n a ¢ = n — 1 opét zjistime, Ze pokud je nékteré
7 Cisel x; rovno nule, pak nerovnost

Sn—2Sn S S»,QL_l

plati, protoze vlevo je 0 a vpravo nezaporné ¢islo. V pfipadé ri1zxy ... x, # 0
vydélenim obou stran této nerovnosti kladnym ¢&islem x2z3 ... 22 ekviva-

lentné piejdeme k jiz dokazané nerovnosti

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tr1 T2 T Tl T2 T Tr1 T2 T

Dale pouzijeme zakladnich poznatki diferencialniho poctu k tomu, aby-
chom dokéazali Newtonovu nerovnost i pro zbyvajicii =2,3,...,n — 2.
Uvedme dale jednu dilezitou vétu, kterou v diikazu vyuzijeme.

Véta (Rolleova)
Necht je funkce f spojitd na intervalu (a,b), ma derivaci na intervalu
(a,b) a plati f(a) = f(b). Potom existuje & € (a,b) tak, ze f'(£) = 0.

Cisla z; uspofadejme podle velikosti a pro jednoduchost dale piedpo-
kladejme, Ze plati
1 < T2 < ...<Zp.
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Uvazujme polynom
P(z) = (z —z)(x —22)...(x — xn).

Kazdy polynom je funkce, ktera je spojita a méa derivaci pro vSechna realna
¢isla. Uzitim Vietovych vztahti mezi kofeny a koeficienty dostavame

P(z) = 2™ —nSiz" t + (Z) Sox™ 2 — 4 (=1)"8,.

Podle Rolleovy véty existuje (alesponi) n — 1 rtiznych éisel y; € (z;, xiy1),
ktera jsou kofeny rovnice
P'(z) =0. (1)

Obr. 1

Podle zékladni véty algebry vSak vime, ze existuje nejvyse n — 1 redlnych
kofenti rovnice (1), proto jsou to pravé ¢isla y1,ya, .. ., Yn—1. Derivovanim
polynomu P(x) dostaneme

P'(z) = na" ' —(n—1)nS1a" 2+ (n—2) <;) Sox™ 3 — (=118, 1.

Oznac¢me symbolem 7; symetrické soucty proménnych yi1,¥sa, ..., Yn—1 Pro
i=1,...,n—1, tedy
To=1,T = Y1 +y2+"~+yn71’ T, — Yiy2 T Y1yYs + ...+ Un—2Yn—1

-1 ()

Opétovnym uzitim Vietovych vztahi obdrzime

Px)=nz—w)...(x —yn_1) =
n—1

=n|2"t - (n—1)Ta" 2+ ( 5

>T21:"2 — A (=DM,
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Porovnanim koeficient u jednotlivych mocnin = ve dvojim vyjadieni P’ (x)
tak dostaneme

n(n — 1Ty = (n — 1)nSy,

Uzitim zndmé kombinatorické identity (pro 0 < k <n —1)

(1))

tak dostaneme (ke zfejmému Sy = 1 = Tp)
Slle, SQZTQ, ey SnflzTnfl. (2)

Podobné bychom mohli postupovat i v pripadé, kdyby se néktera z ¢isel
x; sobé rovnala, pak bychom uvaZzovali o nadsobnych kofenech polynomt a
dostali bychom stejné tvrzeni. To znamend, Ze libovolnou n-tici redlnych

cisel 1,9, ..., T, mizeme nahradit (n — 1)-tici y1,y2,...,Yn—1 tak, ze
plati (2).
Protoze uz vyse jsme pro (n — 1)-tici y1,...,yn—1 a i = n — 2 dokézali,

7e T, 3T, 1 < T?_,, plyne odtud
Sn—3Sn-1 < S2_,.
Podobnym nahrazovanim mtzeme dale dokazovat Newtonovu nerovnost

pro vSechna zbyvajici ¢isla ¢ > 1.

Maclaurinovy nerovnosti

Nyni na rozdil od Newtonovy nerovnosti predpokladejme, Ze x; jsou pro
i=1,2,...,n kladnd redlna ¢isla. Potom vSechny symetrické soucty S; jsou
kladna ¢isla.

Z Newtonovy nerovnosti

S8y < S2
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pii vyuziti Sy = 1 dostaneme odmocnénim (které je v pfipadé kladnych
Cisel ekvivalentni ipravou) nerovnost

V/S2 < Si.

Odtud a z Newtonovy nerovnosti
5183 < 82
dostaneme dohromady dvojici nerovnosti
V5255 < 183 < 53,

z niz porovnanim krajnich vyrazt po odmocnéni ziskdme

/S5 < /S,

Tuto nerovnost muzeme podobné vhodné uplatnit k dalsi nerovnosti. Takto
opakované dojdeme k vysledku zvanému Maclaurinovy nerovnosti.

Véta
Necht x1,z3,..., T, je n-tice kladnych redlnych éisel. Potom plati

S1 >8> /S3>...> /S,

Jednoduchym zobecnénim miizeme dostat, ze Maclaurinovy nerovnosti
plati dokonce pro libovolnou n-tici nezdpornych realnych cisel. Pokud si
rozmyslime diikkaz Newtonovych nerovnosti, tak v pfipadé kladnych re-
alnych cisel nemame problémy s délenim 0 a muizeme dokonce dokézat,
ze rovnost v Maclaurinovych nerovnostech nastava pouze v piipadé, kdyz
1 =2 = ... =Tnp.

Pokud uvézime, ze S; je aritmeticky promér é&isel x1,...,z, a /S, je
geometricky pramér téchto ¢isel, Maclaurinova nerovnost ndm dava dalsi
,prameéry“, které se nachazeji mezi aritmetickym a geometrickym primé-
rem.

Jesté jedna aplikace

V pfedchozich kapitolach jsme vidéli, jaké zajimavé netriviadlni disledky
maji pozorovani o prubéhu funkce, se kterymi se studenti seznamuji na
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stfedni Skole. Nyni uvedme jeden piiklad, pfi jehoZ feseni se s vyhodou
daji pouzit tyto poznatky o pribéhu funkce.

Piiklad (60. MO-A-IITI-3)
Predpokladejme, Ze redlna cisla z, y, z vyhovuji soustave
TH+y+z=12, 2?4+ 9% 4 2% = 54.
Dokazte, ze pak plati nasledujici tvrzeni:

a) Kazdé z ¢éisel zy, yz, zzx je alesponn 9, avSak nejvyse 25.
b) Nékteré z ¢isel x, y, z je nejvyse 3 a jiné z nich je alesponi 5.
V [1] se mizete sezndmit s nékolika FeSenimi tohoto pfikladu. Nyni

uvedme jesté dalsi, které vyuziva poznatki o pribéhu funkce.
Z rovnosti

(x+y+2)2=a?+9y%+ 22 +2(xy +yz + 22)
dostaneme pfi vyuziti pfedpokladt dlohy
zy + yz + zx = 45.
Podle Vietovych vztahu jsou ¢isla z, y, z kofeny rovnice
t3 — 12t + 45t — S =0,

kde S = zyz je realné cislo, které budeme dale povazovat za parametr.
Pro feseni ziskané rovnice

t3 — 12t + 45t = S.

vySetiime uzitim diferencidlniho poc¢tu priibéh kubické funkce f(t) = t3 —
12t2 4 45t (obr. 2). Mimo jiné zjistime, Ze tato funkce nabyvé svého lokal-
niho maxima 54 v bodé 3 a lokalniho minima 50 v bodé 5. Dale mtizeme
snadno ovéfit, ze f(2) =50 a f(6) = 54.

Rovnice f(t) = S tak mé t¥i redlné kofeny, pravé kdyz S je z intervalu
(50; 54).
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2

Obr. 2

Z obr. 2 pak jednoduse vidime, Ze jeden z kofent této rovnice lezi v in-
tervalu (2;3), druhy v intervalu (3;5) a tfeti v intervalu (5;6). Tim jsme
dokézali ¢ast b).

Cisla xy, yz, zx jsou hodnoty funkce

S/t =1*—12t +45 = (t —6)* +9

po fadé v bodech z, x a y. ProtoZe tyto kofeny rovnice f(t) = S lezi
v intervalu (2;6), nabyva funkce S/t na tomto intervalu zfejmé hodnot
z intervalu (9; 25), coz dokazuje ¢ast a).

Zavér

V predlozeném textu jsme ¢tenafe seznamili s nékolika zajimavymi da-
sledky uZiti diferencidlniho poctu pfi zkoumani prubéhu funkce, které muze
ucitel na stfedni Skole pouzit jako rozsifujici materidl pro talentované
zaky pri vyuce tématu uziti diferencialniho poc¢tu pfi vySetfovani pribéhu
funkce.
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