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Rozhodovani je tézka véc. Nékdo se rozhoduje rdd a s chuti, jiny se
rozhodovani vyhyba, co jen to jde. Pro ty druhé existuji razné triky, tfeba
rada ,,Hodte si korunou!“. Ta rada neni tak hloupd, jak vypada, protoze
pokracuje ,,A kdyZz nebudete s vysledkem spokojeni a budete mit chut
hodit si znovu, pak si vyberte tu druhou moznost rozhodnuti.“

Ale kdo by dnes, ve véku chytrych telefonti, hdzel korunou. Tvurci apli-
kaci hledaji, co vSechno by mohli uzivatelim nabidnout, takze kdyz se
podivate do pfislusného obchodu, aplikaci na rozhodovéani tam jsou mraky.

Napsat program, ktery bude ,,hazet korunou“ a ndhodné vypisovat ANO
nebo NE| nevypada moc pfitazlivé (i kdyz i takové aplikace najdete), lepsi
(dtvéryhodnéjsi, i kdyZ my vime svoje) by bylo, kdyby program nechal
uzivatele napsat otdzku a teprve potom odpovédél ANO nebo NE. A jesté
lepsi by bylo, kdyby na stejnou otdzku odpovidal stejné, to pro pripad, ze
by si nékdo chtél ovérit, jestli ten program je solidni nebo jenom hada.

Aby program na stejnou otazku odpovidal pokazdé stejné, by slo zafi-
dit. Nesikovné tak, Ze si bude pamatovat vSechny otazky a odpovédi na
né, Sikovné tak, ze odpovéd (stejné na ni nesejde) bude néjak odvozovat
z otazky. Tteba tak, Ze secte pocet pismen nebo pfimo ¢iselné kédy pii-
slusnych znakt a odpovéd ANO nebo NE poskytne podle toho, zda bude
vysledek sudy nebo lichy.

A tady zaéind matematika. KdyZ se totiz bude odpovéd odvozovat
takhle jednoduse, bude vysledek zaviset na kazdém znaku. Tteba kdyz se
misto otazky ,,Mam psat kol z matiky?“ zeptame ,,Mam psat kol z mate-
matiky?“, je mozné, Ze ta ¢tyri pismenka navic zpusobi zménu v odpovédi.
D4 se tomu zabranit? Césteéné ano, ukazme jak.

Pfedstavme si, ze otdzku rozdélime na 3 ¢asti (nefeSme zde jak), potom
spoc¢teme odpovéd pro kazdou ¢ast zvlast a vysledek uréime ,vétSinove“,
tj. jako prevazujici ze t¥i dil¢ich odpovédi. Co kdyz ted misto ,matiky*
napiseme ,matematiky*?

Odpovédi na tfi ¢asti otdzky mohly dopadnout osmi rtznymi zpisoby
(ANO a NE budeme znalit A a N), které podle navrzené ,vétSinové®
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strategie povedou k nasledujicim celkovym odpovédim naseho programu:

NNN — N
NNA - N
NAN — N
NAA— A
ANN — N
ANA— A
AAN — A
AAA— A

Co kdyz ted zménime jednu ¢ast otézky? Promyslete sami, pro¢ plati
nasledujici dva zavéry.

Zaprvé, s pravdépodobnosti jedna polovina ta zména Casti otazky ne-
zméni odpovéd na této Casti.

Za druhé, pokud se odpovéd na jedné ¢asti zméni, tak

e v pripadech NNN a AAA se tim celkovd odpovéd nezméni,
e v ostatnich pripadech se zméni jen tehdy, pokud zména postihla
jednu ze dvou éasti, jejichz odpovéd ,vyhréla“ v poméru 2 : 1.

Celkové tedy z 8 x 3 = 24 moznych zmén vysledku jedné ¢asti jenom
6 x 2 = 12, to je % vSech zmén, povede ke zméné celkového vysledku.
Kdyz vezmeme v Givahu to, ze zména casti otazky povede ke zméné ji
ptislusné dil¢i odpovédi jen v poloviné piipadi, vychézi ndm, Ze pii zméné
jedné ¢asti otdzky mame pravdépodobnost %, 7e nase aplikace vyda stejnou
odpovéd jako ptivodné.

A ted si predstavte, Ze nas napad zaujal pozornost investora, ktery by
o takovou aplikaci stal a byl by ochoten podporovat jeji vyvoj, jenom
pozaduje, aby pravdépodobnost zmény odpovédi pii zméné jedné casti
otazky nebyla %, ale méné nez 1—10. K tomu asi pomiize zvétsit pocet ¢asti,
na které celou otazku rozdélime. Ale kolik jich potfebujeme?

Aby bylo mozné ,vétsinove“ urcovat celkovou odpovéd, musime rozdélit
text otazky na lichy pocet casti, feknéme n = 2k + 1, kde k je pfirozené
¢islo.

Pocitejme nejprve pravdépodobnosti zmény vysledku (odpovédi pro-
gramu), kdyZ nastane pravé jedna zména ve vysledcich jednotlivych ¢4sti
(zména jedné Gasti tertu pak tuto zménu zpusobi s poloviéni pravdépo-
dobnosti).

e Pocet viech moznych odpovédi na 2k + 1 &asti otdzky je roven 22F+1,
e V kazdé z nich miiZze ona jedind zména nastat na 2k + 1 mistech.
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e Méame tedy 22¢*1.(2k 4 1) moznosti pro zménu vysledku jedné asti.

e Vyznamné zmény (ty, které zpisobi zménu celkové odpovédi) na-
stanou jen v konfiguracich, kde se pocet pismen A a pismen N lisi
ol.

e Takovych ,rizikovych* konfiguraci je 2 - (2}5_:—11) (pro k + 1 pismen A
a k pismen N, & pro k + 1 pismen N a k pismen A).

e Vyznamna zména je ta, kterd pocty pismen A a N vyméni, tj. piepise
jednu z dosud prevazujicich hodnot — tedy z téch hodnot, kterych
bylo k + 1. Vyznamna zména tedy v kazdé ,rizikové* konfiguraci
miize nastat na k + 1 pozicich.

e Pocet vSech takovych vyznamnych zmén je proto (k+1)-2- (2k+1).

k+1
Pravdépodobnost, ze zména odpovédi na jednu ¢ast textu zméni celkovou
odpovéd, proto je

2k+1 2k+1 k1l (2k+1 2%k
(k+1)-2-(35) k+1 (ear) _ 2kt1 (hi1) %)

(2k +1)-22k+1 2k 41 22k 92k 92k

Pravdépodobnost, ze zména tertu jedné casti otazky zméni celkovou
odpovéd (pravdépodobnost, Ze zména textu zménila odpovéd této ¢asti,

je 3), proto je
(0
Q(k) = 22k+1"

Upravime-li uvedeny vyraz v soucin zlomkt, dostaneme vzorec

1 2k—1 2k—3 1 1 2 —1
k)y==- . D=2 .
@(k) 2 2k 2k-—2 2 2};[1 2i
(1) _1
e Pro k =1, tj. 3 ¢asti: Q(1) = 2%,) =7
() _3
e Pro k=2, tj. 5 ¢asti: Q(2) = 2% =16
Pro b — 3. 41 7 st B s
e Pro k=3, tj. 7 éasti: Q(3) = 57 = 3
1) _ 35
e Pro k =4, tj. 9 ¢asti: Q(4) = 24—9 = 556 =0,1367 ...
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K pozadované hodnoté 1—10 se sice blizime, ale dosti pomalu, nebot

zlomky 2’;21 z rekurentniho vztahu
2k —1
k)= kE—1
Q) = 2Lk - 1)

se se zvétSujicim se k rychle blizi jedné. A navic muZzeme ocekdvat, Ze
investor prijde po roce s pozadavkem na upgrade a pozadovanou prav-
dépodobnost snizi na % (1—(1)07 ...). Na kolik ¢asti bude potieba rozdélit
text otazky, aby pravdépodobnost, Ze zména textu v jedné Casti zméni
vysledek, byla mensi nez pozadovand hodnota? Ukazme v dalsim textu, Ze
posloupnost kladnych ¢isel Q(k) mé skuteéné nulovou limitu pro k — oo,
takze potfebné déleni textu otazky je alespon teoreticky mozné.

Uvazujme opét pravdépodobnost, ze zména jedné z 2k + 1 dil¢ich od-
povédi zméni celkovou odpovéd, tedy hodnotu

2k
P(k) = %

Odhady hodnoty (Zkk), tj. ,prostredniho binomického koeficientu®, jsou
znamy a muzeme je nalézt v literatufe. Odhady nami odvozené pravdépo-
dobnosti nevyzaduji zadné pokrocilejsi znalosti matematiky, proto je zde
odvodime. Vyzaduji jen nékolik ,trikovych® dprav spocivajicich ve vhod-
ném zapisu soucini. Pro k =1 je

P=71=3

a pro k > 1 plati (pro lepsi pfedstavu vyjadiime P(k) pro ,velké“ k):

P(k})—(2kk)— (2k)!  1-3-...-(2k—1) 2-4-...-2k
S22k kgl 2.4 2k 2-4-..-2k

1-3-...-(2k—1)

2-4-...-2k

Misto hodnoty P(k) budeme odhadovat (shora i zdola) jeji druhou moc-

ninu.

_1:3:3:5-5-...-(2k—1)-(2k—1) _

2

P (k) 22.42. . . (2k)2
_ 133557 (k-1 -2k+1) 1 (1)
22 42 62 (2k)2 2k + 1
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Protoze pro kazdé m # 0 je

(2m—1)~(2m+1)_(2m)2—1_1 1 <1
(2m)? S @m)3 T (2m)? T
je vyraz (1) mensi nez Tl-s-l’ tj.
1
P (k) < 7
(k) < 2k +1’
a tedy
1 1
P(k)

<< —.
V2k+1  V2k

Pro dolni odhad P?(k) odhadnéme shora ptevracenou hodnotu P?(k).
Pouzijeme pritom analogické rozdéleni na zlomky, které jsme jiz odhado-
vali:

1 2 2.4:46-6-...-(2k—2)-(2k) 2k

P2(k) 1 32.52. .. (2k — 1) 1

2-4 46 (2k —2)-(2k) 2.2k
2 52 7T (2k—1)2 1

3

Protoze pro kazdé m # % je

(2m—2)-(2m)  (2m-12-1 1
(2m—-1)2  —  (2m—1)2 717(2m—1)2<17

dostavame pro kazdé k > 1 nerovnost

1

— <4
P20 < 4k,

a tedy kyzeny dolni odhad ve tvaru

1 1
V2k
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Proto pravdépodobnost

Q) = 3P,

7e totiz zména jedné z 2k + 1 ¢asti textu otazky vyvold zmeénu celkové
odpovédi, je odhadnutelna vyrazy

(2)

Vyuzijme odvozené odhady pro feSeni nasi ulohy, ve které pro da-
nou (malou) kladnou hodnotu L hleddme co nejmensi éislo k s vlastnosti
Q(k) < L. Z levé nerovnosti v (2) plyne, Ze kazdé vyhovujici k musi spl-
novat nerovnost

ﬁ < L neboli k > 16% (nutnd podminka).
Naopak z pravé nerovnosti v (2) plyne, Ze pozadovanou nerovnost Q (k) < L
ma kazdé ¢islo k, pro které

L L neboli k£ 1 tacujici podmink:

NoT < L neboli k > Y (postacujici podminka).

Maé-li tudiz byt pravdépodobnost, ze zména jedné z 2k + 1 casti textu
zméni celkovou odpovéd, mensi nez L = 0,1, dostdvame pro k postacujici
podminku k& > % 102, tj. k > 12, a nutnou podminku k > %6 102, tj.
k > 6. Skutecna nejmensi hodnota k, pri které bude hledana pravdépo-
dobnost mensi nez 0,1, lezi mezi témito hodnotami. Byli bychom se k ni
dopocditali po osmi krocich: k = 8. Text bude proto nutné rozdélit alespon
na 2-8+ 1 =17 ¢asti.

Kdyby investor pozadoval pravdépodobnost uvedeného jevu mensi nez
L = 0,025, dostali bychom pro k postacujici podminku k > & - 40% tj.
k > 200, a nutnou podminku 11—6 -402, tj. k > 100. Skute¢na nejmensi hod-
nota k, pro které je hledana pravdépodobnost mensi nez 0,025, je k = 128,
tudiz text bude potifeba délit na 257 casti.

Kone¢né, kdybychom pro obzvlast dilezité otazky chtéli jistotu vétsi nez
99 % (tedy pravdépodobnost zmény vysledku mensi nez 0,01), postacujici
a nutna podminka budou po fadé k > %~1002, tj. k > 1250, resp. 11—6 -1002,
tj. k > 625, se skutecnou nejmensi hodnotou k rovnou 796. Jenze zkuste
rozdélit otdzku ,Ma mé rada?“ na 1593 ¢asti...
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