MATEMATIKA

Uziti stochastického grafu ke
scitani aritmeticko-geometrické
rady

PAVEL TLUSTY - IRENEUSZ KRECH
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice — Uniwersytet Pedagogiczny, Krakéw

Uvazujme aritmetickou posloupnost s diferenci d, jejiz n-ty clen ma tvar
a+ (n—1)d, a geometrickou posloupnost s kvocientem |g| < 1 s n-tym ¢le-
nem bg"!. Nekoneénou aritmeticko-geometrickou fadou nazyvame fadu

ab+ (a+d)bg+ (a+2d)bg® + ... + (a+ (n — 1)d)bg" " +...

Jeji n-ty ¢len je souc¢inem n-tych ¢lent aritmetické a geometrické posloup-
nosti.

Cilem naSeho prispévku je ukazat nékolik pristupt, jak Ize odvodit sou-
¢et s této nekonecné rady. Svoji pozornost zaméfime predevsim na vyuziti
stochastického grafu. Vzhledem k tomu, ze

(oo}

s = Z(a + nd)bq”7

n=0

miizeme (po roznéasobeni a roztrzeni na dvé sumy')) upravit s na tvar

s = abiq" —l—bdinq”.
n=0 n=0

DPro vécnou spravnost je tfeba poznamenat, ze takové manipulace s nekonecnymi
fadami jsou korektni, pokud jde o tzv. absolutné konvergentni rady, coz je tento pfipad.
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Prvni suma nepredstavuje zddny problém, nebof se jedna geometrickou
fadu s kvocientem |g| < 1 a k jejimu souctu uZijeme znadmy vzorec

(o]

-

n=0

K nalezeni souctu rady
o0
> _nd"
n=0
muzZeme pouzit néktery z nasledujicich postupi:

1. (limitni pfechod)

Vyjdeme z definice sou¢tu nekonecné rady jako limity posloupnosti ¢as-
te¢nych soucti. Proto nejprve odvodime vzorec pro ¢asteény soucet

n
Sp = E kq®.
k=0
Upravou vyrazu s, — ¢s, ziskdme rovnost

¢l—q"") q"(n—-1)

Sn = -

(1-q)? l1—¢q

Limitnim pfechodem pro n — oo dostavame hledany vzorec

an 1—q)

n=0

Podrobné je tento postup popsan v [1].

2. (derivovani vzorce)

Tento pfistup vychézi ze vzorce
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a véty o derivovani fady ¢len po ¢lenu (k tomu je opét nutné, aby de-
rivovand fada byla absolutné konvergentni). Derivujeme podle ¢ levou a
pravou stranu rovnosti

l+q+@+@+...+¢"+...= ,
dostaneme
0+14+2¢+3¢+...+n¢" ' +...= ——

a tedy plati
(1-q)*

Po vynéasobeni rovnosti vyrazem ¢ dostaneme hledany vzorec
ng" .
Z (1- q)

3. (pferovnani fady)

Jednotlivé s¢itance fady ¢ + 2¢% + 3¢® + ... pierovndme a upravime
takto:
q q
2¢2 e+ ¢
3¢ o+ @&+ P
* || 4+ ¢+ o+

nqg"  + " + " + "

oo n q q q q
Zn:O nq 1—q 1—q

Nejprve secteme jednotlivé sloupce, coz jsou geometrické fady s kvocien-
tem ¢. Tyto soucty jsou v poslednim fadku tabulky. Soucet vSech takovych
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soucti je roven y - ng". Odtud dostavame

- + + +...=

1 2, 3, 4 1 4
=—Wt+te+ge+tg+.)=——.
—q( ) I—ql—gq

Tim jsme ziskali vzorec
nqg"
Z (1— q)

4. (stochasticky graf)

Uvazujme pokus majici dva mozné vysledky — dspéch (nastane s prav-
dépodobnosti 1 — ¢q) a neuspéch (nastane s pravdépodobnosti ¢). Pokus
opakujme (nezavisle na vysledcich pfedchozich pokusti) tak dlouho, do-
kud nenastane prvni tGspéch. Zajimé nas Kolikrdat (v priméru) musime
pokus opakovat, nez nastane pruni uspéch?

O tom, kolikrat budeme pokus opakovat, rozhoduje nahoda. Uspéch
miize nastat hned v prvnim pokusu (a to s pravdépodobnosti 1 — ¢), nebo
ve druhém pokusu (s pravdépodobnosti (1 — q) - ¢), nebo az ve tfetim
pokusu (s pravdépodobnosti (1 — q) - ¢?), ale teoreticky miizeme na tispéch
¢ekat do nekonec¢na. Zkoumana nadhodné veli¢ina T tedy nabyva hodnot
1,2,3,... s pravdépodobnostmi

P(T=n)=(1-q)-¢" "

,Pramérny* pocet pokusi, které musime vykonat, nez poprvé nastane
aspéch, je stfedni hodnota ET ndhodné veli¢iny. Stfedni hodnota pred-
stavuje vazeny prumér moznych hodnot, kde vahy jsou pravdépodobnosti
téchto hodnot. Tedy

ET=1-(1-¢)+2-(1-q)q+3-(1-q)+...=(1—¢q) Y ng"""

Hodnotu ET uréime pomoci stochastického grafu na obr. 1. Na zacatku
stojime v uzlu (8) a provedeme pokus. Pokud byl pokus tspésny, prejdeme
do uzlu (© a nase ¢ekani na tspéch konéi. Byl-li pokus nelspésny, zista-
vame v uzlu ) a provadime dalsi pokus.
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1- g

Obr. 1

Oznacme ET ocekavany pocet pokust, které musime vykonat, stojime-li
v bodé (8), nez prejdeme do uzlu (©). Pokud nastane tispéch hned v prv-
nim pokusu, je délka éekdni 1. Skonéi-li pokus netspéchem (coZ nastane
s pravdépodobnosti ¢), zlistaneme v uzlu (). Situace se vraci na zacétek,
jen cekani se o 1 prodluzuje. Proto plati vztah

ET =1+ ¢ET.

Odtud dostaneme, ze
1

l—¢q
Dosazenim za ET do vztahu (1) vznikne rovnost

1 oo
1—¢ 1—q§::

ze které po tpravé dostaneme hledany vzorec

oy (1—q)

Sc¢itani fad s vyuzitim stochastického grafu je univerzalni technika, kte-
rou muzeme vyuzit i pro jiné fady nez jen pro fadu aritmeticko-geometri-
ckou.

ET =
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