INFORMATIKA

Lyzarské stiedisko
(Ulohy z MO kategorie P, 35. ¢ést)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V jedné soutézni tloze krajského kola 65. roéniku Matematické olym-
piddy kategorie P (8kolni rok 2015/16) jsme se pokusili vyfesit problém
lyzate, ktery si v zimnim stfedisku vybira trasu s ohledem na rozmisténi
bufett u sjezdovek. Jedna se zjevné o ulohu grafovou, v niz ale nestaci
jenom mechanicky pouzit néktery ze znamych grafovych algoritmt. Né-
jaké neefektivni feSeni zaloZené na zkouSeni vSech moZnosti hrubou silou
vymyslel pii soutézi skoro kazdy, pomérné malo feSiteld vSak naslo jed-
noduché a efektivni feseni, které si zde v ¢lanku ukézeme. Z celkovych
67 ucastnikt lonskych krajskych kol MO kategorie P fesilo tuto tlohu
61 studenti, z nich ji pouze 12 vyfesilo zcela spravné a dalsich 8 viceméné
spravné (ziskali aspon 7 bodd z 10 moznych).

Pro poradek jesté poznamenejme, ze vSechny soutézni lohy 65. ro¢niku
MO kategorie P pripravili nasi slovensti kolegové z Fakulty matematiky,
fyziky a informatiky Univerzity Komenského v Bratislavé. Zadani tlohy
uvadime v Ceském pfekladu jenom s mirnymi textovymi Gpravami.

* 3k ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok

Zimni lyzatské stfedisko se sklada z n lokalit oc¢islovanych od 0 do n—1
a je zde také jedna sedackova lanovka. Spodni stanice lanovky je umisténa
v lokalité 0, horni stanice je v lokalité 1. VSechny lokality maji navzajem
rizné nadmotské vysky, tyto vysky ale nezndme. V nékterych lokalitach
jsou umistény bufety, kde si lyzaii mohou zakoupit obcerstveni.
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V lyzaiském stfedisku je celkem z sjezdovek. Kazdéa sjezdovka vede
smérem dolu z jedné lokality do druhé. Obcas se mohou nékteré sjezdovky
k¥izit, ale vSechna takova k¥iZeni jsou FeSena mimotroviiové (pomoci tu-
nelt). Piejet z jedné sjezdovky na druhou je tedy mozné jediné v lokalité,
kde prvni sjezdovka kon¢i a druha zacina.

Soutézni uloha

Ukol A (3 body)

Lyzai chce v lokalité 0 nasednout na lanovku, nechat se vyvézt do lo-
kality 1 a odtud sjet néjakou posloupnosti sjezdovek zpét do lokality 0.
Cestou chce navstivit pravé jeden bufet. (MiZe ovSem projet okolo jinych
bufeti, v nichz se nezastavi.) Napiste program, ktery ur¢i, kolik bufett méa
lyzaf na vybér.

Ukol B (7 bodit)

Lyzaf chce podniknout stejnou jizdu jako v tkolu A, tentokrat se ale
chce cestou postupné zastavit v co nejvice bufetech. Napiste program,
ktery urci, kolik nejvyse bufetd miize lyzaf pii jedné své cesté navstivit.

Omezeni a hodnoceni

Plnych 10 bodu ziskate za spravné feseni, které v obou tikolech efektivné
vytesi libovolny vstup s n < 100000, z < 250 000.

Za libovolné polynomialni feSeni dostanete az 2 body v tkolu A a az
5 bodi v tkolu B. Za libovolné spravné feseni bez ohledu na jeho efektivitu
muzete ziskat 1 bod v tkolu A a 3 body v tkolu B.

Format vstupu a vystupu

Na prvnim fadku vstupu jsou zadana ¢isla n, z, b — pocet lokalit, sjez-
dovek a bufeti. Na druhém tadku vstupu jsou ¢isla ug,...,up_1 — Cisla
lokalit, kde jsou bufety. Vsechna tato ¢isla jsou z rozsahu hodnot od 2 do
n—1 a jsou navzajem rizna. Zbytek vstupu tvoti z radkl, na kazdém z nich
je popis jedné sjezdovky ve tvaru ,odkud kam“. VSechny dvojice ,,odkud
kam“ jsou navzajem rizné. Sjezdovky zadané na vstupu odpovidaji vyse
uvedenému popisu lyzarského stiediska.

Na vystup vypiste jedno celé ¢islo — feSeni piislusného tkolu A nebo B.
V nasledujicim ptikladu uvaddime na vystupu feSeni obou tkolf.
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Priklad

Vstup: Vystup:
11 10 7 4
23467810 3
12

17

35

36

40

5 4

6 0

73

8 0

9 10

Vysvétleni: Kdyz se chce lyzaf cestou zastavit v jednom bufetu, ma na
vybér ¢tyfi moznosti: mize zvolit bufet v lokalité 3, 4, 6 nebo 7.

P11 jedné cesté muiZe lyZaf navstivit nejvyse t¥i bufety: bud trojici bufeti
v lokalitach (7, 3, 4), nebo trojici bufett (7, 3, 6).

Ukol A

Ze zadéani tlohy je zfejmé, Ze soustava lokalit a sjezdovek v lyzai-
ském stfedisku predstavuje orientovany graf. Lokality odpovidaji vrcholim
grafu, sjezdovky pak hranam grafu s orientaci danou tim, jak se jede po
sjezdovce shora dolt (tak jsou sjezdovky také zaddny na vstupu). V nékte-
rych lokalitach jsou umistény bufety, coz znamenad, Ze odpovidajici vrcholy
grafu jsou né&jak specidlné oznaceny (budeme jim ¥ikat oznacené vrcholy).

Ukol A snadno vyFesime oby&ejnym prohledéavanim tohoto grafu. Chce-
me ur¢it pocet oznacenych vrcholil (bufett), které lezi na nékteré oriento-
vané cesté vedouci z vrcholu 1 (horni stanice lanovky) do vrcholu 0 (dolni
stanice lanovky). Potfebujeme tedy nalézt a spocitat vSechny oznacené vr-
choly, které maji zaroven dvé vlastnosti: jsou dosazitelné z vrcholu 1 a je
z nich dosazitelny vrchol 0.

Vsechny vrcholy dosazitelné z vrcholu 1 najdeme tak, Ze z vrcholu 1
spustime prohledavani grafu — napiiklad do hloubky nebo do $irky, to pro
vysledek vypoctu neni podstatné. Stejnym postupem ziskame i vSechny vr-
choly, z nichz je dosazitelny vrchol 0, jenom tentokrat budeme zkoumany
graf prohleddvat od vrcholu 0 proti sméru orientace hran (jako kdybychom
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zjistovali, kam vSude se dostaneme, kdyz piijdeme od dolni stanice lanovky
po sjezdovkich smérem nahoru). Potom uZ staéi spocitat ty oznacené vr-
choly, do nichZ jsme se dostali pii obou uvedenych prohledévanich grafu.
P#i vhodné reprezentaci grafu v paméti mé toto feseni ¢asovou i paméto-
vou slozitost O(n + z).

V nasledujici programové ukazce mame graf reprezentovan pomoci se-
znami naslednikt jednotlivych vrchold. Tyto seznamy naslednikd imple-
mentujeme ve tvaru linedrnich spojovych seznamu. Seznamy néslednikt
ovSem neumoznuji efektivné prochazet hrany proti sméru jejich orientace,
proto graf ukladame jesté duplicitné jako seznamy pifedchudct jednotli-
vych vrcholu. K prochazeni grafu zde pouzijeme prohledavani do hloubky
pomoci rekurze. Pro praci s ¢isly vrcholi v programu pouzivame stan-
dardni datovy typ integer. V pfipadé vétsich vstupnich hodnot n by bylo
tfeba zménit ho na longint.

program Lyzarl; {feseni ukolu A}

const MaxN = 10000; {maximalni pocet lokalit}
type PUzel = "TUzel;
TUzel = record
Cislo: integer;
Dalsi: PUzel

end;
var N, Z, B: integer; {pocet lokalit, sjezdovek, bufetd}
Bufet: array [0..MaxN—1] of boolean; {kde je bufet}

{Kam a Odkud vede sjezdovkal
Kam, Odkud: array [0..MaxN—1] of PUzel;
{dosaZitelnost lokalityl}
Shora, Zdola: array [0..MaxN—1] of boolean;
i, j, k: integer;
P: PUzel;

procedure PruchodShora(V: integer);
{prohledavani od vrcholu V ve sméru sjezdovek; podle pole Kam}
var P: PUzel;
begin
P:=Kam|[V];
while P <> nil do
begin
if not Shora[P".Cislo] then
begin Shora[P".Cislo]:=true; PruchodShora(P". Cislo) end;
P:=P".Dalsi
end
end; {procedure PruchodShoral
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procedure PruchodZdola(V: integer);

{prohledavani od vrcholu V proti sméru sjezdovek,
tzn. podle pole 0dkud}

var P: PUzel;

begin

P:=0dkud [V];

while P <> nil do
begin

if not Zdola[P".Cislo] then
begin Zdola[P".Cislo]:=true; PruchodZdola(P".Cislo) end;
P:=P".Dalsi
end
end; {procedure PruchodZdola}

begin

readln (N, Z, B);

for i:=0 to N-1 do {inicializacel}
begin
Bufet[i]:=false; {nemame bufetyl}
Kam[i]:=nil; Odkud[i]:=nil; {nemame sjezdovky}
Shora[i]:=false; Zdola[i]:=false; {nemame dostupnost}
end;

for i:=1 to B do {naéteni vstupu, kde jsou bufetyl
begin read(j); Bufet[j]:=true end;

for i:=1 to Z do {naéteni vstupu, jak vedou sjezdovkyl}
begin
read (k, j); {sjezdovka k->j}

new(P); P".Cislo:=j; P".Dalsi:=Kam[k]; Kam[k]:=P; {naslednik}
new(P); P".Cislo:=k; P".Dalsi:=0dkud[j]; Odkud|[j]:=P;

{pfedchidce}
end;

PruchodShora (1);
PruchodZdola (0);

j:=0;
for i:=0 to N-1 do
if Bufet[i] and Shora[i] and Zdola[i] then inc(j);
writeln (j)
end.
Ukol B

V tkolu B vede k optimélnimu feseni jednoduché pouziti dynamického
programovani. Pracujeme se stejnym orientovanym grafem jako v tloze A
a chceme v ném urdit, jaky maximalni pocet oznacenych vrcholt lezi na
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néjaké orientované cesté vedouci z vrcholu 1 do vrcholu 0. Tento hledany
pocet si ozna¢ime T[1]. Analogicky pro kazdy vrchol v bude hodnota T'[v]
znamenat maximalni pocet oznacenych vrchold, které lezi na néjaké cesté
z vrcholu v do vrcholu 0. Jinymi slovy: kolik nejvyse bufetti mizeme na-
v§tivit pii jizdé€ po sjezdovkach z lokality v k dolni stanici lanovky.

Jak uz naznacuje zavedené oznaceni, idaje T'[v] si budeme uklddat jako
hodnoty prvka jednorozmérného pole 7. Prvky pole T" budeme pocitat
ve vhodném potadi ,zdola nahoru® (od dolni stanice lanovky nahoru do
kopce). Vime, ze T[0] = 0, protoze podle zadéni tlohy v lokalité 0 neni
bufet. Jak jsme jiz uvedli, feSenim tlohy bude hodnota T'[1]. Zbyva ukazat,
jak spo¢itdme hodnotu T'[v] pro obecny vrchol v, v > 0. Z vrcholu v

vede nékolik hran do néjakych vrchold wy, ug, ..., ug. Z hodnot T[us],
Tlus], ..., Tuk] tedy vezmeme maximum (to odpovida nejvyhodnéjsi cesté

z vrcholu v do cile) a pokud je oznaden vrchol v, jesté toto maximum
zvysime o 1.

Uvedeny postup vypoctu muzeme implementovat dvéma zikladnimi
zptisoby, jako je to ostatné u dynamického programovani obvyklé: bud
rekurzivné shora (s ukldddnim jiz spocitanych hodnot pro zvySeni efekti-
vity), nebo itera¢né zdola. UkaZeme si obé tyto moznosti.

Prvni varianta znamenda zapsat vyse uvedeny vztah pro vypocet hod-
noty T'[v] jako rekurzivni funkeci s parametrem v. Samotné pouziti rekurze
by ale mohlo vést k velmi neefektivnimu algoritmu s exponencialni ¢asovou
slozitosti, nékteré hodnoty T'[v] bychom mohli pocditat opakované mnoho-
krat (kdyz do téze lokality mtizeme pfijet po vice rtznych sjezdovkach).
Abychom dostali efektivni algoritmus, pfidame do programu vyse zminéné
pole T', v némz si budeme ukladat vSechny jiz spocitané hodnoty. Kdyz
pak budeme v dalsim vypoctu potiebovat opakované hodnotu T[v], ne-
budeme ji podruhé pocitat znovu, ale pouzijeme ulozenou hodnotu. Pro
kazdy vrchol v budeme diky tomu poéitat hodnotu T[v] jenom jednou.

Uvedenou tpravou dostaneme program, ktery nejvyse jednou zpracuje
kazdy vrchol grafu a rovnéz nejvyse jednou zpracuje kazdou hranu — vzdy
pri zpracovani lokality postupné projdeme vsechny sjezdovky, které z ni
vedou. P¥i vhodné reprezentaci grafu bude ¢asova i pamétova slozitost
O(n + z). Toto TeSeni je zjevné optimélni, kdyZ uz jenom na precteni
vstupu potfebujeme Ffadové stejny pocet krokt vipoctu.

V nasledujicim programu co nejvice dodrzujeme stejné znaceni, jako
v feSeni ukolu A. Pouzijeme stejnou reprezentaci grafu pomoci seznami
naslednikt implementovanych linedrnimi spojovymi seznamy. Tentokrat
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ale nebudeme potfebovat duplicitni ulozeni grafu pomoci seznamu pied-
chidci. Pro préaci s ¢isly lokalit v programu opét pouzivame datovy typ
integer, ktery by bylo tfeba zménit na longint v ptipadé vétsich vstupnich
hodnot n. Rekurzivni funkce TT zajistuje vypocet hodnot T popsanych
vyse v textu.

program Lyzar2;
{feSeni 1dkolu B rekurzivné&}

const MaxN = 10000; {maximalni polet lokalit}
type PUzel = "TUzel;
TUzel = record
Cislo: integer;
Dalsi: PUzel

end;
var N, Z, B: integer; {pocet lokalit, sjezdovek, bufeti}
Bufet: array[0..MaxN—1] of boolean; {kde je bufet}
Kam: array [0..MaxN—1] of PUzel; {kam vede sjezdovkal

T: array [0..MaxN—1] of integer;

{max. pocet bufetd na cesté do cile}
i, j, k: integer;
P: PUzel;

function TT(V: integer): integer;
{rekurzivni funkce na vjpo&et hodnot T}
var X: integer;

P: PUzel;
begin
X:=—maxint ;
P:=Kam|[V];
while P <> nil do
begin
if T[P".Cislo] = —1 then T[P".Cislo]:=TT(P". Cislo);
if T[P".Cislo] > X then X:=T[P". Cislo|;
P:=P".Dalsi
end;
if (X <> —maxint) and (Bufet[V]) then inc(X);
T[v]:=X;
TT:=X
end; {function TT}
begin
readln (N, Z, B);
for i:=0 to N-1 do {inicializace}
begin
Bufet[i]:=false; {nemame bufetyl}
Kam|[i]:=nil; {nemame sjezdovky}
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T[i]:=-1; {idaj zatim neznamel}

end;

T[0]:=0;

for i:=1 to B do {naé&teni vstupu, kde jsou bufetyl}
begin read(j); Bufet[j]:=true end;

for i:=1 to Z do {nac¢teni vstupu, jak vedou sjezdovky}
begin
read (k, j); {sjezdovka k->j}

new(P); P".Cislo:=j; P".Dalsi:=Kam[k]; Kam[k]:=P; {naslednik}
end;

writeln (TT(1))

end.

Stejny postup feseni muzeme implementovat také bez pouziti rekurze.
Zacneme tim, Ze si vSechny vrcholy grafu vhodné usporddame. Najdeme
tzv. topologické uspordddni vrchold naseho grafu, coz je jedno z pfipust-
nych uspofadani lokalit podle jejich nadmoiské vysky. V tomto pofadi (po-
¢inaje od nejnize poloZenych lokalit) potom postupné kazdy vrchol jednou
zpracujeme pomoci vySe uvedeného vzorce pro vypocet hodnoty T[v] a
odpovéd si ulozime v poli T pro dal$i pouziti. Diky poéateénimu uspora-
déni vrcholi mame zajisténo, ze pii kazdém vypoctu T'[v] budeme jiz znat
vSechny hodnoty, které vzorec pro vypocet T'[v] pouZivd — jsou to totiz
hodnoty odpovidajici nize polozenym lokalitam.

Tento iterac¢ni postup zdola provadi ve skute¢nosti naprosto stejny vy-
pocet, jako predchozi rekurzivni feseni s ukladanim spocitanych hodnot do
pole T'. M4 proto i stejnou ¢asovou slozitost O(n + z). Vyslednou ¢asovou
slozitost ndm nepokazi ani potfebné topologické usporadani grafu, nebot
i to dokdzeme spoditat v éase O(n + z).

Zbyvé uvést, jak najdeme topologické usporadani zadaného orientova-
ného grafu. Existuje vice moznych postupi, nejjednodussi pro nas bude
pouzit prohledavani grafu do hloubky, s nimz jsme se jiz setkali v obou
predchozich programech. Topologické usporadéni grafu (v opaéném po-
fadi) je pak déno pofadim, v némz béhem prohledavani grafu uzavirdme
(tzn. opoustime) jednotlivé vrcholy grafu.

Poznamenejme jesté, Ze orientovany graf muize mit vice riznych topo-
logickych usporadani. N4s algoritmus najde néjaké jedno z nich, coz pro
feSeni ulohy naprosto vyhovuje. Rizna topologickd usporadani grafu se
mohou lisit vzijemnym poradim téch vrcholi, mezi nimiz nevede zadna
orientovand cesta, a ze zadani grafu tudiz neplyne, ktery z vrcholi mé byt
zpracovan diive (tzn. kterd z uvaZovanych lokalit ma nizsi nadmoiskou
vysku).
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program Lyzar3;
{feSeni 1dkolu B iteradné zdolal}

const MaxN = 10000; {maximalni po&et lokalit}
type PUzel = "TUzel;
TUzel = record
Cislo: integer;
Dalsi: PUzel

end;
var N, Z, B: integer; {po&et lokalit, sjezdovek, bufetd}
Bufet: array[0..MaxN—1] of boolean; {kde je bufet}
Kam: array [0..MaxN—1] of PUzel; {kam vede sjezdovkal

T: array [0..MaxN—1] of integer;

{max. poéet bufetd na cesté do cile}
Shora: array [0..MaxN—1] of boolean; {dosaZitelnost lokalityl}

Poradi: array[l..MaxN] of integer;

{topologické uspofadani lokalit}

vPoradi: integer;
i, j, k: integer;
X, V: integer;
P: PUzel;

procedure PruchodShora(V: integer);
{prohledavani od vrcholu V ve sméru sjezdovek,
tzn. podle pole Kam}
var P: PUzel;
begin
P:=Kam|[V];
while P <> nil do
begin
if not Shora[P".Cislo] then
begin Shora[P".Cislo]:=true; PruchodShora(P". Cislo) end;
P:=P".Dalsi
end;
inc (vPoradi);

Poradi[vPoradi]:=V {uzavirany vrchol uloZime do pole Poradil}

end; {procedure PruchodShora}l

begin

readln (N, Z, B);

for i:=0 to N-1 do {inicializace}
begin
Bufet [i]:=false; {nemame bufety}
Kam|[i]:=mnil; {nemame sjezdovky}
T[i]:=-1; {ddaj zatim neznéame}
end;

T[0]:=0;
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for i:=1 to B do {na&teni vstupu, kde jsou bufetyl}
begin read(j); Bufet[j]:=true end;

for i:=1 to Z do {naéteni vstupu, jak vedou sjezdovkyl}
begin
read (k, j); {sjezdovka k->j}

new (P); P".Cislo:=j; P".Dalsi:=Kam[k]; Kam[k]:=P; {naslednik}
end;

vPoradi:=0;
PruchodShora (1); {topologické uspoiadani lokalit}
for i:=1 to vPoradi do
begin
V:=Poradi[i]; {po&itame hodnotu T[VI}
if V’= 0 then continue;
X:=—maxint ;
P:=Kam[V];
while P <> nil do
begin
if T[P".Cislo] > X then X:=T[P". Cislo |;
P:=P".Dalsi

end;
if (X <> —maxint) and (Bufet[V]) then inc(X);
T[v]:=X;
end;
writeln (T[1])

end.

Ustiedni kolo 66. roéniku Matematické olympiady kategorie P

Ve dnech 29.-31. 3. 2017 se v Liberci konalo tstfedni kolo 66. ro¢niku Matematické
olympiddy kategorie P (programovéni). Letos$ni tstfedni kolo MO vyborné pfipravili
a organizacné zajistili pracovnici Krajské komise MO v Liberci a Technické univerzity
Liberec.

K ucasti v tstiednim kole MO-P bylo vybrano tficet nejlepsich fesitelu krajskych
kol, z nichz se jeden omluvil. Soutézilo tedy 29 nejlepsich mladych programatora z celé
republiky.

Vitézi se stali:

1. Filip Bialas, 8/8, Gymnéazium Opatov, Praha 4, 56 bodi

2. Viclav Volhejn, 8/8, Gymnéazium Jana Keplera, Praha 6, 55 bodt

3. Jan Priessnitz, 8/8, Gymnézium t¥. Kpt. Jarose, Brno, 41 bodu

4. Martin Kurecka, 7/8, Gymnazium t¥. Kpt. Jarose, Brno, 37 bodt

5. Pavel Turek, 8/8, Gymnazium Olomouc-Hejéin, 37 boda

6. Richard Hladik, 8/8, Gymnazium a OA Maridnské Lazné, 36 bodu

Uplnou vysledkovou listinu, texty soutéznich tloh i jejich vzorova Feseni a dalsi
informace o 66. ro¢nikt MO-P najdete na adrese: http://mo.mff.cuni.cz/

Podrobna zprava o Ustfednim kole 66. roéniku MO-P bude ve 4. &isle MFIL.
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