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Na vyuziti informac¢nich technologii ve vyuce a vzdélavani je v dnesni
dobé kladen velky duraz, stejné tak je souCasnym trendem podporovat fi-
nan¢ni vzdélavani. A pravé problematika finanéni matematiky s vyuzitim
vypocetniho ndstroje Wolfram|Alpha je tématem tohoto ¢lanku. Interne-
tovy vyhleddva¢ Wolfram|Alpha je volné p¥istupny prostiednictvim webo-
vého prohlizede na adrese [6]. Krom& matematickych vypoétl umoziiuje
rovnéz Fesit celou fadu témat z oblasti finanéni matematiky. Ve vyuce
je vhodny zejména pro svou jednoduchost, intuitivni ovladani a volnou
dostupnost.

Studenti stiedni Skoly se v hodindch matematiky setkdvaji s posloup-
nostmi zadanymi rekurentné nebo predpisem pro n-ty ¢len, a to zejména
u aritmetické a geometrické posloupnosti. V ¢lanku se budeme zminé-
nou geometrickou posloupnosti zabyvat, a to v souvislosti s jejimi eko-
nomickymi aplikacemi. Zaméfime se na oblast finanéni matematiky, pri-
¢emz uvedeme pripady slozeného tiroc¢eni, dlouhodobého spofeni a splaceni
avéru. Sestavime prislusné modely, které odpovidaji rekurentnimu zadani
posloupnosti, a tyto modely doplnime vztahem pro n-ty ¢len vzniklé po-
sloupnosti. Timto postupem ziskame zakladni vzorec daného finanéniho
produktu. Ke kazdému typu uvedeme ilustrativni ptiklad. Odvozeni zmi-
novanych vzorcl a feSeni odpovidajicich ptikladt ukédzeme také s pomoci
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webové sluzby Wolfram|Alpha.

Pfipometime, Ze geometrickd posloupnost (a,),., s kvocientem ¢ je
zadana rekurentnim vztahem a,4+1 = a, q, n € N, ¢ # 0 a n-ty ¢len této
posloupnosti vypocteme predpisem

an =ay¢" L. (1)
Soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti uréime podle vzorce
" -1
S=a , 1. 2
o1 ¢ # (2)

SloZzené Urodeni

Jestlize vlozime do banky penézni ¢astku (kapital), pfinasi ndm zisk ve
formé droku. Pfi sloZzeném troceni se troky pripocitavaji k pocateénimu
kapitalu a v dalsim obdobi se tento ztaroceny kapital bere jako zaklad pro
dalsi Groceni. U tzv. sloZzeného droceni polhttniho se troky vyplaceji na
konci kazdého trokovaciho obdobi, které je definovano jako Casovy usek
mezi dvéma bezprostiedné po sobé nasledujicimi trocenimi. V pfipadé,
Ze Gro¢ime m-krat roéné (napf. mésiéné), mluvime o urokovacim obdobi
podro¢nim.

Odvodime vztah pro vypocet hodnoty splatné ¢astky za dobu n troko-
vacich obdobi. Uvazujme pocatecni hodnotu kapitdlu K. Ro¢ni trokova
sazba r, kterou poskytuje banka, se vyjadfuje v procentech za rok, coz
zapisujeme vyrazem p.a. (z latinského per annum). Je vhodné ji ve vypo-
¢tech vyjadiovat jako desetinné &islo 7 € (0, 1). Uroky se mohou pfipisovat
jednou nebo nékolikrat za rok, ¢etnost jejich pfipisovani za rok oznac¢me m.
Urokova sazba za jedno tirokovaci obdobi je pak dana podilem —. Sazbu
dané z arokt, kterd je 15 %, uvaZovat nebudeme. Necht P, piedstavuje
stav kapitalu na konci n-tého tirokovaciho obdobi. V nasledujicim obdobi
miuzeme vysi kapitalu vypocitat ze vztahu

Pn+l:Pn+LPn:(1+L)Pn, n=20,1,2,...
m m
Jelikoz zname pocateéni hodnotu kapitalu K, reprezentuje
P =K, Pn+1:(1+L)Pn, n=0,12,... (3)
m

rekurentni zadani geometrické posloupnosti s kvocientem g = 1+-. Udava
nam hodnotu ztroceného kapitalu.
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Nyni si ukdzeme postup vypoctu stavu kapitalu na konci jednotlivych
urokovacich obdobi.

1. P1:P0(1+1):K(1+1)
m m

2

2. P2:P1(1—|—L):K(1+L)
m m

r T3
3. Pg:Pg(l—i——):K(l—i——)
m m

: n
nté P, =P,_, (1+i) :K(1+L)
m m

Z vyse uvedené uvahy a také ze vztahu (1) plyne, Ze stav kapitdlu
troceného m-krat za rok bude po uplynuti n trokovacich obdobi

Pn:K(1+%)", (4)

coz je zakladni vzorec pro slozené troceni, ktery zaroven predstavuje pred-
pis pro vypocet n-tého ¢lenu geometrické posloupnosti (3) zadané reku-
rentné. Chceme-li zjistit, jakd bude vySe splatné Castky za N let, staci
polozit n = mN.

Uvedeny vysledek mtizeme dostat také prostfednictvim webové sluzby
Wolfram|Alpha, ktera je volné pfistupné na adrese [6]. Do vstupniho pole
v zlutém ramecku stadi zapsat rekurentni zadani posloupnosti (3) oddélené
¢arkou a stisknout enter. Indexy piseme do zévorek. Jak ukazuje obr. 1,
nejprve se zobrazi interpretace vstupnich idajt, pod nimi pak vidime vy-
sledny vzorec, ktery odpovida vztahu (4).

#WolframAl ha :
P

P(n+1)=(1+r/m)*P(n), P(0)}=K =] ]

- E D = Examples >2 Random

Input:

p(n+1;:(i+1]P(m | PO =K
m

Recurrence equation solution:

Py = K(%]H

Obr. 1 Vzorec pro sloZené troceni
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Priklad 1

Jakou ¢astku bude mit pan Sedlidcek na Gcétu za 6 let pfi irokové sazbé
1,5 % p.a. se ¢tvrtletnim pripisovanim troki, jestlize podatecni vklad ¢ini
120000 K¢?
Reseni. K vypoctu splatné éastky P, pouzijeme vzorec (4), ve kterém po-
¢atecni vklad K = 120000, ro¢ni arokova sazba r = 0,015, pocet tirokova-
cich obdobi za rok m = 4 a celkovy pocet trokovacich obdobin = 4.6 = 24.

0,015\**
Pyy = 120000 (1 + 4> = 131278,81

Dany vklad vzroste na 131278,81 K¢.

Reseni pomoci Wolfram|Alpha. Ptiklad lze vypoéitat tak, Ze do vstupniho
pole Wolfram|Alpha napiSeme vzorec (4) v obvyklé matematické syntaxi
pro systémy pocitacové algebry. Za nim uvedeme pomocné slovo where a
hodnoty jednotlivych vstupnich proménnych. Pod interpretaci vstupnich
udaji se zobrazi vypoctena castka, jak ukazuje obr. 2.

[ K*(1+r/m)~n where K=120000, r=0.015, m=4, n=24 =] ]

- D m T =Examples == Random

Input interpretation

K1+ L]" where K =120000, r = 0.015, m =4, n = 24
m

Result:

131279,

Obr. 2 Vypocet prikladu 1 dosazenim do vzorce

Pro nékteré typy tloh z oblasti financi nabizi Wolfram|Alpha v od-
dilu Examples > Money & Finance vytvorené formulafe, které stac¢i pouze
vyplnit. U slozeného troceni je nutné nejprve do vstupniho pole zapsat kli-
¢ové slovo compound interest. Pozadujeme-li frekvenci troéeni ro¢ni, pti-
padné piilrocéni, ¢tvrtletni, mési¢ni, tydenni nebo denni, ptred klicové slovo
napiSeme annual, semiannual, quarterly, monthly, weekly nebo daily.
Zobrazi se nam pak formulaf, do kterého vepiseme vstupni idaje. Za slo-
vem calculate nejdiive vybereme, co chceme vypocitat. V pfikladu 1
jsme chtéli zjistit splatnou ¢astku, proto v ramecku zvolime future value.
Déle doplnime hodnotu pocatecniho vkladu present value, ro¢ni tiroko-
vou sazbu interest rate a pocet let zadame pomoci interest periods.
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Ziskany vysledek zaokrouhleny na celé stovky i s pouzitym vzorcem je zna-
zornén na obr. 3.

[ quarterly compound interest a8 ]

- e @ D =Examples =2 Random

Assuming present and future value | Use present and future value (using dates) or [ more ¥ | instead

Calculate | future vaiue v
= present value: |120000 K&
= interest rate: 1.5 %

= interest periods: |6

Input information

Present and future value:

future value  KE&131300 (Czech karuny)

FV=PV(1+4 e
Obr. 3 Vypocet prikladu 1 zadanim kli¢ovych slov a vstupnich udaji

Dlouhodobé sporeni

Castym pfipadem v praxi je, Ze klient do banky uklada pravidelné ob-
vykle stejnou penézni ¢4stku (nazyva se anuita) po dobu nékolika tdro-
kovacich obdobi. Dlouhodobym spofenim rozumime takové sporeni, kdy
ukldddme vzdy jednu tlozku za jedno trokovaci obdobi, a to bud na jeho
zacétku (dlouhodobé predlhiitni spofeni), nebo na jeho konci (dlouhodobé
polhiitni spoteni). Ulozky jsou tiroceny sloZenym tro¢enim s ro¢ni tiro-
kovou sazbou, kterou vyjadiime desetinnym &islem » € (0,1). Urok je
pfipisovan na konci kazdého tirokovaciho obdobi. Zdanéni aroki opét ne-
uvazujeme.

Vypocteme celkovou nasporenou ¢astku za n obdobi, jestlize ¢astku
a ukldddme vzdy koncem trokovaciho obdobi. Pocet trokovacich obdobi
v roce a frekvence troceni je m. Za jedno trokovaci obdobi mame trokovou
sazbu -. Ozna¢me S, celkovou hodnotu naspoiené ¢astky véetné trokl
na konci n-tého obdobi. Naspofena ¢astka se na konci kazdého trokovaciho
obdobi zvétsi o pripsané uroky z predchozi nasporené ¢astky a o tlozku a,
coz miizeme vyjadrit schématem

S’n+1:Sn+£Sn+a:<1+L)Sn+a7 n=20,1,2,...
m m
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Protoze pocatecni hodnota naspofené ¢astky je nulova, predstavuje
r
So =0, Sn+1:(1+—)5’n+a, n=0,1,2,... (5)
m

rekurentni zadani posloupnosti.
Vyjadrime si stavy tspor na konci jednotlivych trokovacich obdobi.

1. S1=a

2 5‘2_51(1+%)+a=a(1+1)+a

3 53—52<1+%>+a= a(l-l—%)-l—a} <1+%)—|—a=
=a(1+%>2+a(1+%>+a

’ , ran—1 r\n—2 r
n-te Snza(1+—) —‘,—a(l—l,-—) +...+a(1+7)+a
m m m

n—1)
soucet prvnich n ¢élenti geometrické posloupnosti (a (]. + %) )

n=1

Vidime, ze celkova naspoiena ¢astka na konci n-tého obdobi je souctem
prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = 1 + - a prv-
nim ¢lenem a; = a. PouZijeme-li vzorec (2), dostaneme nésledujici vztah
k urceni celkové nasporené castky

—n—, (6)

ktery je pfedpisem pro n-ty ¢len posloupnosti (5) definované rekurentné.

Vztah (6) ziskdme pomoci vypocetniho néstroje Wolfram|Alpha, jestlize
do vstupniho pole zapiSeme rekurentni zaddni (5). Vysledny vzorec pro S,
na obr. 4 dole je oproti (6) uveden pouze v jiném tvaru.

Jestlize zname konecnou vysi nasporené castky S,,, mizeme z vyse uve-
deného vzorce (6) stanovit vysi ulozky

Sno

(1+=2)" =1
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S{n+1)={1+r/m)*S{n}+2, S{0)=0 8 |

-\ EoE D = Examples >Z Random

Input:

s<n+1)=a+[i +1)Sm) | S@ =0
m

Recurrence equation solution

s 2 -1)

Obr. 4 Nasporend ¢astka pti dlouhodobém sporeni

Priklad 2

Pan Pokorny planuje na konci kazdého pololeti posilat na spofici acet
s tirokovou sazbou 1,2 % p.a. ¢astku 10000 Ké. Uroceni probiha jednou za
pul roku. Jakou ¢astku naspori za 5 let?

Reseni. Ze vzorce (6) vypo¢teme hodnotu cilové ¢astky S, pficemz mé-
si¢ni tlozka a = 10000, ro¢ni trokova sazba r = 0,012, pocet Grokovacich
obdobi za rok m = 2 a celkovy pocet obdobi n =2-5 = 10.

0,01210
_|_ o Aol —

S10 = 10000 - ( 02012) = 102 743,66

2

Pan Pokorny naspofi za 5 let 102 743,66 Kc.

Reseni pomoci Wolfram| Alpha. Pocitame-li nasporenou ¢astku pomoci
vzorce (6), stadi jej zapsat do vstupniho pole, kde pfiddme slovo where
a hodnoty jednotlivych proménnych, jak je vidét na obr. 5.

[ a*{(1+r/m)~n-1)}/(r/m} where a=10000, r=0.012, m=2, n=10 8 ]

-\ e oE D = Examples >Z Random

Input interpretation:

gy

a wherea = 10000, r = 0.012,m =2, n = 10

m

Result

102744,
Obr. 5 Vypocet prikladu 2 dosazenim do vzorce
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I pro tento typ tlohy Wolfram|Alpha nabizi moznost doplnéni potieb-
nych tdaja do pripraveného formulafe. Do vstupniho pole vepiseme kli¢ové
slovo future value annuity. Zobrazi se ndm pozadované vstupni udaje.
Nejdiive v modrém okné dole klikneme na future value. Tim se ndm
za slovem calculate nahofe v rdmecku objevi future value, chceme
totiz vypocitat vyslednou nasporenou ¢astku. Pak klikneme uplné dole
na vyraz payments per period. Potom doplnime vstupni tdaje: ro¢ni
urokovou sazbu interest rate, pocet let number of periods, frekvenci
vklad@ payments per period a nakonec vysi tlozky periodic payment.
Obrazek 6 ukazuje vypoc¢tenou hodnotu nasporené ¢astky po zaokrouhleni
na celé stovky i pouzity vzorec.

[ future value annuity =] ]
- e E Y =Examples =< Random
Assuming annuity | Use annuity due instead
Calculate | future value v
= interest rate: 1.2 %

= number of perieds: |5
= payments per period: | 2
= periodic payment: 10000 K&

Assuming future value | Use present value instead

Also include: periodic payment growth rate

Result

future value = K&102700 (Czech koruny)

Equation:

w=_.L
f

(15 ")

Obr. 6 Vypocet prikladu 2 zadanim klicovych slov a vstupnich udaja

Splaceni avéru

Kromé spoficich produktt nabizeji banky klienttim také avéry. Za po-
skytnuti penézni ¢astky pozaduji odménu, kterou je urok. V pripadé stied-
nédobych a dlouhodobych Gvéri (tj. ivért s dobou splatnosti od 3 let vyse)
splaci klient dluznou ¢astku obvykle pravidelnymi konstantnimi splatkami

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 59



(nazyvaji se anuity) po pevné stanovenou dobu.

Budeme se zabyvat pfipadem splaceni uvéru ve vysi D, ktery ma byt
splacen i s uroky celkem n stejnymi splatkami s, jez budou splaceny vzdy
koncem turokovaciho obdobi. Ro¢ni urokova sazba je vyjadrena c¢islem
r € (0,1). Banka si troky z dluzné ¢astky pfipisuje na konci kazdého
urokovaciho obdobi, pocet téchto obdobi v roce ozna¢me m. Podil - pak
predstavuje trokovou sazbu za jedno trokovaci obdobi. Zdanéni tirokti ne-
uvazujeme. Nasim tikolem je urcit vysi splatky s.

Necht T, znadi zbyvajici dluznou ¢astku po n-té splatce. Na konci na-
sledujiciho obdobi se vyse dluhu zvysi o pfipsané troky z dluzné ¢astky a
snizi o splatku s, coz mizeme vyjadiit modelem

Tn+1=Tn+1Tn—s=(1+1)Tn—s, n=0,1,2,...
m m
Hodnota uvéru je D, tudiz
T, =D, Tn+1:(1+L)Tn—s, n=01,2,... (7)
m

je rekurentnim zadanim posloupnosti.
Znéazornime si vysi dluhu na konci jednotlivych obdobi.

1. T1:D<1+1)—5
m

2 To=Ti(1+ ) —s=[D(1+ 1) =] (1+ 1) =5 =

{1 ) r(1e ) -1
e )0 5)

3. T3:T2(1—|—L)—S:
m

_ [D(H;)Q_S(H;)_s} (1+ 1) —s=
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e p () (e ) ) e ()

o

n—1
soucet prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti (8 (]. —+ #) )
n=1

Nyni pomoci vzorce (2) se¢teme prvnich n ¢lent vySe uvedené geome-
trické posloupnosti s kvocientem ¢ = 1 + - a prvnim ¢lenem a; = s.
Dostaneme soucet N

T
(1+L)" =1
—n—.

m

S

Dluznou ¢astku pak muzeme vyjadrit nasledovné

Tn—D(H;)”sMV‘l, (8)

i
m
coz je predpis pro n-ty ¢len rekurentné zadané posloupnosti (7). Prvni ¢len
na pravé strané rovnice znaci ¢astku, na kterou se po n obdobich zirocil
pocatecni dluh, druhy ¢len predstavuje mnozstvi, na které se za stejnou
dobu zurocily pravidelné splatky. Rozdil téchto ¢lent tvori zbyvajici dluh.

S vyuzitim Wolfram|Alpha zapiSeme do vstupniho pole rekurentni za-
déani (7). Ziskany predpis pro zjisténi dluzné ¢astky T, v dolni ¢asti obr. 7
je vyjadfen v ponékud jiném tvaru nez (8), pomoci vhodnych tprav jej lze
snadno obdrzet.

[ T(n+1)=(1+r/m)*T(n)-s, T(0)=D =] }

| EmE D = Examples =2 Random

Input:

T(n+1)=(i +1)Tm-s | TO) =D

Recurrence equation solution:
(2 (Dr—ms)+ms
L —

Tiny =
r

Obr. 7 Urceni dluzné castky pfi splaceni tvéru

V praxi se casto urcuje vyse splatky avéru pii jeho dané pocatecni vysi,
dané dobé splatnosti a dané trokové sazbé. Pro vypocet hodnoty splatky
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s pouzijeme podminku T, = 0, protoze dluh ma byt splacen pravé po n
urokovacich obdobich. Polozime-li vztah (8) roven nule:

14+ 2)"—1

)

0:D(1+%)n75(

3153k

dostaneme z uvedené rovnice nasledujici vzorec pro vysi konstantni splatky

T r\"
(1+L)" =1
Priklad 3
Pani Vodickova potfebuje avér na rekonstrukci kuchyné ve vysi 150 000
Ké. Jakd musi byt mésiéni splatka, pokud trokova sazba ¢ini 13,9 % p.a.
a uvér je poskytnut na dobu 7 let?

Resend. Konstantni splatku s uréime pomoci vzorce (9), pfi¢emz vyse tvéru
D = 150000, ro¢ni trokova sazba r = 0,139, pocet urokovacich obdobi
za rok m = 12 a celkovy pocet obdobi n =12 -7 = 84.

84
0.139 . 150000 (1 + %/22)

(14 43" -1

= 2802,72

S =

Pravidelna mési¢éni splatka bude 2802,72 K¢.

Reseni pomoci Wolfram| Alpha. Abychom vypodetli mési¢ni splatku, na-
piSeme do vstupniho pole vzorec (9), doplnime slovo where a hodnoty
potfebnych vstupnich adaju, jak ukazuje obr. 8.

[ rfm*D*((1+r/m)~n)/{(1+r/m)~n -1) where r=0.139, m=12, n=84, D=150000 =] ]
o C = =Examples >2 Random
Input interpretation

— Dx o where r = 0.139, m = 12, n = 84, D = 150000
n 1+ n—'!]" -1

Result

2802.72

Obr. 8 Vypocet prikladu 3 dosazenim do vzorce
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Také v tomto ptipadé Wolfram|Alpha nabizi zapsan{ vstupnich udaji do
pripraveného formuléfe. Nejprve ve vstupnim poli napiseme klicové slovo
mortgage calculator. Jakmile se objevi formulaf, vepiseme vysi tvéru
loan amount, dobu splatnosti v letech loan period a nakonec ro¢ni tro-
kovou sazbu annual percentage rate. Na obrazku 9 vidime, Ze kromé
vypoctené mésicni splatky se nam napiiklad zobrazi celkova ¢astka a troky,
které zaplatime.

| mortgage calcutator -8 |

(2 | = Examples >2 Random

Assuming fixed rate

= loan amount: 150000 K&

hy | Use adj rate mort instead

u loan pericd: 7yr
= annual percentage rate: | 13,9 %,

Assuming loan amount | Use sale amount and down payment instesd

Also include: points | interest-only period | tax rate | balloon payment

Monthly payments:

monthly payment KE2803
effective interest rate | 14.821%

Units =

Mortgage totals:

principal paid K#150 000 penciel /

total interest paid K&85 429 |

total payments K&235429 interest

Obr. 9 Vypocet prikladu 3 zadanim klicovych slov a vstupnich udaju

Wolfram|Alpha navic poskytne umotovaci plan, ve kterém je pro kazdy
rok uvedena zbyvajici hodnota dluhu, splacena c¢astka a zaplacené troky.

Zavér
Cilem ¢lanku bylo ukézat pouziti webové sluzby Wolfram|Alpha spolu
s geometrickou posloupnosti ve finanéni matematice, a to pro odvozeni

vzorcu vybranych zdkladnich finan¢nich produkti. Zaroven byly uvedeny
ilustrativni pfiklady a pomoci Wolfram|Alpha byla doplnéna jejich FeSeni.
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Jednalo se tedy o ukazku propojeni klasického stfedoskolského uciva s pro-
blematikou béZzného zivota v oblasti financi za pomoci vyuziti informacnich
technologii dnesni doby. Hlavnim pfinosem pfispévku je tudiZz podpora fi-
nancni gramotnosti a vyuziti znalosti z oblasti informatiky ve vzdélavani.

Zavérem poznamenejme, ze ilustrac¢ni obrazky uvedené v clanku byly
ziskany prostfednictvim nastroje Wolfram|Alpha [6] a nékteré z nich byly
vzhledem k svému rozsahu upraveny a zkraceny.
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Uziti software Wolfram Alpha
pIi vyuce matematiky

JIRI MAZUREK
Obchodné podnikatelska fakulta SU, Karvina

Moderni vyuka matematiky se v soucasnosti jiz neobejde bez vhodného
matematického software, ktery miZe slouzit jak k jednodussim i sloZitéj-

$im vypoctum, tak k vizualizaci dat a vysledkd, k simulacim, modelovani,
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