Zajimavé matematické tilohy

V pravidelné rubrice Zajimavé matematické tlohy zacindme novy roc-
nik a uvadime zadani dalsi dvojice tiloh. ReSeni novych tloh 231 a 232
mizete zaslat nejpozdéji do 20. 3. 2017 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI,
17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou (pouze
vSak v TgXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou adresu:
mfiQupol.cz.

Uloha 231
Necht S je stfed pravidelného dvanéctithelniku A;As ... Aj2. Oznacéme
R prisec¢ik pfimek AyAg9 a AgAi1. Dokaite, Zze ¢tyfuhelnik AgRSAq1; je
tétivovy.
Karel Pazourek
Uloha 232
Je dan obdélnik s celociselnymi délkami stran a obvodem 28. Dokazte,

ze z kruhu o poloméru 10 lze vystfihnout ¢tyti kopie tohoto obdélniku.
Josef Tkadlec

Dale uvadime feSeni dloh 227 a 228, jejichz zadéani byla zvefejnéna
ve ¢tvrtém c¢isle minulého ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 227
Je dan pravouhly trojuhelnik ABC| pro jehoz odvésny plati |AC|>|BC]|.
Necht D je prusecik osy vnitiniho tthlu pfi vrcholu C' s preponou AB a
E, F necht znaéi po fadé stfedy kruznic opsanych trojihelnikim BDC),
ADC. Dokazte, ze pruse¢ik P osy vnitiniho thlu p#i vrcholu A a pfimky
EF je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku CDE.
Jaroslav Svréek & Waldemar Pompe (Warszawa)

Resent. St¥edy E a F kruznic opsanych po fadé trojahelnikiim BDC, ADC
leZi na ose spole¢né strany C' D, tedy pfimka E'F' je osou tsecky C'D. Z rov-
nosti polomért |CE| = |DE| kruznice opsané trojthelniku BC'D plyne,
ze trojihelnik CDE je rovnoramenny a osa jeho zakladny C'D je tak osou
jeho vnitiniho dhlu pfi vrcholu E. Velikost stiedového thlu CED kruz-
nice opsané trojihelniku BC'D je rovna dvojnasobku jemu odpovidajicitho
thlu CBD. Protoze EF je osa thlu CED, plati |[XFEC| = |XCBD| a
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zbyvajici thly v pravodhlych trojahelnicich s pfeponami AB a ED (viz
obr.) jsou shodné, a navic plati X EDC| = |t BAC| = |XBAD|.

Piimka AP je osou vnitiniho thlu trojthelniku AC'D pii vrcholu A,
pfimka E'F je osou jeho strany C'D. Tyto dvé pfimky se tedy protinaji ve
stfedu oblouku C'D (neobahujiciho bod A) kruznice opsané tomuto troji-
helniku. Velikosti obvodovych ahla odpovidajicich tétivée C' P této kruznice
jsou shodné, plati tedy 1|xCAD| = |[«CAP| = |<CDP]| a ze shodnosti
thlia DAC a EDC tak plyne, ze ptimka DP je osou vnitiniho thlu troj-
thelniku CDFE pii vrcholu D.

Osy vnit¥nich thla trojahelniku CED pfi vrcholech E a D se protinaji
v bodé P, ktery je tak stfedem kruznice vepsané tomuto trojahelniku, coz
jsme méli dokézat.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky, Martin Raszyk z ETH
Ziirich, Veronika Hladikovd z G v Plzni, Mikulasské nam., Lenka Kopfovd
z MG v Opavé, Danil KozZevnikov z GJK v Praze 6, Parléfova, Josef Mi-
natik z G v Brné, Kpt. Jarose, Ondrej Motlicek z G v Sumperku, Hedvika
Ranosovda z G v Praze 4, Budéjovicka, Martin Raska z WG v Ostrave-
Porubé a Jachym Solecky z PORG v Praze 8.

Uloha 228
Najdéte vSechna étyfmistna éisla abed (ac # 0), pro néz jsou
ab+cd, ab—cd, (ab+cd)/(ab—cd) a a+b+c+d
druhymi mocninami nékterych pfirozenych ¢isel.

Radek Horensky
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Resent. Necht m, n jsou pfirozen4 ¢isla, pro ktera plati
%—4—@:1712, ab — cd = n?.

Soucet a rozdil libovolnych dvou celych ¢isel maji stejnou paritu, tedy
i ¢isla m a n maji stejnou paritu. ReSenim soustavy dostaneme

ab=Li(m*+n?),  cod=3(m®-n?).

Protoze ab a cd jsou dvojmistné ¢isla, mizeme ¢isla m? a n? v odhadnout
hodnotami 20 < m? < 200, 1 < n? < 90. Proto

m € {5;6;7;8;9;10;11;12;13; 14}, n € {1;2;3;4;5;6;7;8;9}.

Treti podminka, #e (ab+ cd)/(ab — cd) je druhou mocninou piirozeného
¢isla, znamend, ze n | m. Navic m > n, protoZe cd je dvojmistné (tedy
kladné) ¢islo.
Rozeberme jednotlivé situace podle proménné n.
a) Pokud n = 1, potom m je liché ¢éislo vétsi nez n. Hodnoty vypoctené
podle v téchto piipadech jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

m |5 | 7|9 |11|13
n|1]|1]1|1]|1

ab | 13|25 |41 |61 | 85
cd | 1224 |40 | 60 | 84

Podmince, ze soucet ¢islic a + b+ c+d je druhou mocninou pfirozeného
¢isla vyhovuji pouze ¢isla abed € {4140;8584}.

b) Pokud n = 2, potom m je sudé ¢islo vétsi nez n. Hodnoty vypoctené
podle v téchto pripadech jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

m| 6| 8 |10]12| 14
n|2|2|2|2]|2

ab |20 |34 |52 |74 100
cd |16 | 30 | 48 | 70 | 96
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V posledni dvojici nejsou dvé dvojmistna cisla. Podmince, ze soucet
¢islic a+ b+ c+d je druhou mocninou pfirozeného ¢isla vyhovuje pouze
¢islo abed = 2016.

c¢) Pokud n = 3, potom m je lichy nasobek n vétsi nez 3. Takovy existuje
pravé jeden, a to m = 9. Témto ¢sltim odpovidaji dvojice ab = 45,
cd = 36. Tato dvojice oviem nevyhovuje podmince pro soucet é&islic
a+b+c+d.

d) Pokud n = 4, potom m je ndsobek 4 vétsi nez 4. Hodnoty vypoctené
podle v téchto pripadech jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

m| 8 |12
n| 4|4
ab | 40 | 80
cd | 24 | 64

Podmince, ze soucet ¢islic a + b+ ¢+ d je druhou mocninou pfirozeného
¢isla nevyhovuje zadné cislo.

e) Pokud n = 5;7;9, potom m je lichy nasobek n vétsi nez n. Takové ¢islo
m ovSem v dané mnoziné neexistuje.

f) Pokud n = 6, potom m je ndsobek 6 vétsi nez 6. Této podmince vy-
hovuje pouze m = 12, potom ab = 90, cd = 54. Tato dvojice oviem
nevyhovuje podmince pro soucet €islic a + b+ ¢+ d.

g) Pokud n = 8, potom m je ndsobek 8 vétsi nez 8. Takové ¢islo ovSem
v piipustné mnoziné neexistuje.

Podminkam tlohy vyhovuji tfi trojice ¢isel abed, jsou to ¢isla 2016, 4140
a 8584.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Jozef Mészaros z Jelky, Martin Raszyk z ETH Ziirich, Lenka Kopfovd
z MG v Opavé, Danil KoZevnikov a Jan Petr, oba z GJK v Praze 6,
Parlérova, Jakub Mestek z G v Jihlavé, Jana Masaryka, Josef Minarik
a Ondrej Svoboda, oba z G v Brné, Kpt. JaroSe, Ondrej Motlicek z G
v Sumperku, Martin Raska a Jiri Skrobdnek, oba z WG v Ostravé-Porubé.
Netplné teseni zaslal Frantisek Jachim z Volyné.

Pavel Caldbek
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