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Vzdélavani je spolecnosti ¢asto nahlizeno v kontextu jejich promén a
aktudlnich pozadavkil, proto zamysleni se nad otdzkou Co, jak a pro¢ se
ma ve $kole vyucovat? je stale aktudlni. Prestoze matematika predstavuje
jeden z hlavnich obort zékladniho vzdélani, jehoz vzdélavaci obsah zustava
ve srovnani s jinymi obory dlouhd léta témeér neménny, didaktici matema-
tiky neustévaji v hledani cest, jak matematické vzdélavani zkvalitnovat,
jak zefektivnit vyucovaci proces, jak motivovat déti k uceni se matema-
tice. Mnohé zapomenuté myslenky se opét vynofuji a uplatnuji v novém
spolecenském kontextu s ohledem na podminky a potieby skolské praxe.

V pristupech, které jsou v soucasném matematickém vzdélavani prosa-
zovany [4], je kladen diraz na aktivizaci zakl ve vyucovani a uplatiiovani
postup, které napoméhaji jejich porozuméni matematice a tim usnadiuji
jeji aplikaci. VSeobecné se uznava, ze ucitel, ktery vede zédky k aktivnimu
pristupu k uceni se matematice, vytvari podminky pro zkvalitnéni jejich
matematického poznani i pro zvyseni jejich zdjmu o matematiku. V ramci
své vyuky poskytuje zaktim prostor pro matematickou diskusi, kladeni ota-
zek, formulovani domnének, vzajemné sdileni FesSitelskych postupt a dalsi
formy prezentace jejich matematického uvazovani. Do vyuky zafazuje mo-
delovéani, experimentovani, analyzovani dat a jiné postupy, které zaktm
prirozené nabizeji prilezitosti k zobecnovani a zduvodnovani. Ucitel akti-
vizuje zaky také tim, ze podporuje jejich snahu problém vytesit, reflektuje
jejich zjisténi a hodnoti vyznam zjisténého pro feseni problému. To od néj
vyzaduje schopnost pruzné a spravné reagovat na rizné zakovské podnéty.

Kromé zajisténi podminek pro autonomni a kooperativni uceni je nutné
vénovat pozornost matematickému obsahu predkladanych aloh nebo tkola
a zvazit, zda zaci jsou dostatecné vybaveni poznatky pro jejich feseni. Vy-
chodiskem pro zakovskd objevovani byvaji oteviené matematické tlohy,
tedy takové, které popisuji neurcitou, nejednozna¢nou nebo zaktim nezna-
mou matematickou situaci a pozaduji jeji komplexni prozkoumani. Ne-
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urc¢ita vstupni situace nabizi Fesiteli moznost rozhodnout se, jakymi pri-
pady se bude zabjvat, a vybrat si cesty, kterymi se vydéa. Zaky nepfiméje
k objevovani jednoducha tloha, kterou vyfesi naucenym postupem, ale
ani slozita tloha, kterou nedovedou spravné uchopit jim dostupnymi ma-
tematickymi prostfedky. V nékterych pripadech je tfeba iniciovat zakovské
objevovani diskusi, pfi které si zaci spiSe uvédomi, jak mohou uvazovat a
jakym zpusobem lze zadanou situaci prozkoumat. Vhodnym podnétem pro
objevovani mize byt také pro zaky neobvyklé prostredi, v némz je situace
zadana.

Specifické prostredi jako podnét k objevovani

Prikladem specifického prostfedi v planimetrii je konstruovani utvart
ve ¢tvercové siti nebo v pravidelné trojuhelnikové siti. Proces objevovani
pravidelnosti ukdZzeme na geometrickych obrazcich, které jsou sestaveny ze
shodnych rovnostrannych trojihelnikt. Takové obrazce muzeme vytvorit
napiiklad pomoci paratek, jak je znazornéno na obr. 1. Je vSak tfeba upo-
zornit, ze modelovani pomoci paratek pfrinasi tskali v tom, ze umoznuje
vytvafet obrazce ze shodnych rovnostrannych trojthelniki, které nere-
spektuji trojuhelnikovou sif. Tomuto problému lze pfedejit tim, Ze zaktim
poskytneme pro zdznam sestavenych obrazcu listy papiru s predtiSténou
trojuhelnikovou siti (obr. 2).
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Obr. 2 Posloupnosti rovnobéznikii a lichobéznika v trojuhelnikové siti
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V prostiedi trojuhelnikové sité zadame zakim nasledujici tlohu:

Sestavte rizné obrazce tvorené shodnymi rovnostrannymi trojuhelniky
ze trech pdrdtek. Zjistéte, kolik pdrdtek je potreba k sestaveni néjakého
vétsiho obrazce.

Uloha je oteviena v tom, Ze neuréuje tvar a velikost vichoziho obrazce
ani zpusob jeho zvétSovani. Tato skuteénost umoznuje prirozenou diferen-
ciaci ve tTidé, tzn. pfizpusobit obtiznost tlohy schopnostem jednotlivych
zékt. Je na zaku jako Tesiteli, aby si vymezil oblast svého zkoumani a
urcil pfipady, jimiz se bude zabyvat. Je ziejmé, Ze je snazsi zacit hledat
pravidelnosti na jednodussich obrazcich, jako jsou rovnobézniky, rovnora-
menné lichobéZniky nebo rovnostranné trojihelniky (obr. 2 a 3), nez se
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Obr. 3 Posloupnosti trojihelnikt a kosoctverct v trojuhelnikové siti

Uvedena uloha vychazi z geometrického prostiedi, ale jejim vystupem
je popis urcité pravidelnosti, resp. aritmetické nebo algebraické vyjadreni
zmény velikosti obrazce. Pfitom prodluzovani v jednom sméru (viz po-
sloupnost kosodélnikti nebo rovnoramennych lichobéznikd na obr. 2) se
vyznad¢uje jinou kvantitativni zménou nez zvétSovani ve dvou smérech (viz
posloupnost rovnostrannych trojihelnik nebo kosoctverci na obr. 3, kde
se jedna o posloupnosti podobnych obrazcii, neuvazujeme-li isecky uvniti
utvaru). V pfipadé prodluzovani bude vysledkem linedrni zavislost, za-
timco ve druhém piipadé ptijde o zavislost kvadratickou, jak ukazeme déle.

Neékteré fesitelské strategie

Pii zkoumani pravidelnosti mohou zaci vyuzit razné pristupy. Mladsi
zaci nebo zaci, ktefi z riznych divodt upfednostnuji konkrétni objekty
pred abstraktnimi, nejcastéji voli postup, kdy modeluji obrazce z paratek
(pFipadné je zakresluji do trojihelnikové sit&) a paratka (resp. tsecky) po-
stupné pocitaji. Tato strategie je obvykla i u ostatnich zdkt v pocatku
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zkoumani, kdy se snazi zorientovat v neznamé situaci a matematicky ji
uchopit. Nasledné nékteri zaci ustupuji od vytvareni konkrétnich modelt
a pracuji pouze s pocty paratek. Posloupnost obrazcti nahrazuji ¢iselnou
posloupnosti a pozoruji kvantitativni zmény. Nalezenou pravidelnost se
poté snazi popsat aritmeticky. Zaci, kteii dovedou vztahy abstrahovat, mo-
algebraické vyjadfeni zmény poctu paratek pro dalsi pripady z popsanych
vztahi.
Na zakladé pozorovani byly vymezeny tii zédkladni reSitelské strategie
(resp. trovné feSeni):
a) modelovani posloupnosti obrazctt pomoci paratek (pfipadné jejich
grafické znézorfiovani) a postupné uréovani poc¢tu paratek
b) modelovani posloupnosti obrazct pomoci éisel (vyjadiujicich pocet
paratek) a hledani aritmetické pravidelnosti
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nebo algebraické vyvozovani

Prvni z uvedenych strategii je zaloZena na manipulaci s konkrétnimi
modely, kterou zaci voli vétsinou jen na zacatku feseni tlohy. V pribéhu
feSeni, kdy nahlédnou urcité souvislosti, tuto strategii zcela nebo ¢astecné
opoustéji a zkoumaji kvantitativni zmény prostfednictvim aritmetickych
vztahi. Opora konkrétniho modelu se vSak znovu objevuje pfi zkoumani
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pripadech se dari jen nékterym zaktm, ktefi dovedou pracovat s algebraic-
kymi vyrazy a provadét jejich upravy.

Uvedené strategie mizeme nézorné ilustrovat na pfikladu posloupnosti
rovnobéznikl a lichobé&zniki na obr. 2. V pfipadé strategie a) Zaci nejprve
sestavi nejjednodussi rovnobéznik, ktery je tvoren dvéma shodnjmi rovno-
strannymi trojuhelniky. Jde o kosoctverec sestaveny z péti paratek. Poté
jednu jeho stranu prodlouzi o jedno paratko, doplni na kosodélnik sloZeny
ze dvou shodnych kosocétverci a uréi celkovy pocet paratek devét. Timto
zplsobem pokracuji a postupné urcuji poc¢ty paratek pro dalsi kosodélniky.
Podet paratek v dalsim obrazci v&tSinou zjistuji opakovanym prepocitéava-
nim paratek po jednom. Néktefi Zaci si po uréitém poctu krok uvédomi,
ze dalsi prodlouzeny kosodélnik ziskaji pfidanim ¢tyt paratek. Toto zjisténi
v8ak vychézi z manipulativni ¢innosti s konkrétnimi modely a je podloZeno
zkuSenosti z viceméné mechanického modelovani kosodélniki, pfip. jejich
zakreslovani do trojihelnikové sité.
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Urceni poctu paratek u nékolika prvnich rovnobéznika se stava vycho-
diskem pro nahrazeni posloupnosti rovnobéznik ¢iselnou posloupnosti 5,
9,13, 17,..., tzn. Zici pfechéazeji ke strategii b). Doplni posloupnost o dalsi
¢isla 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29,... a objevuji pravidelnost prostfednictvim
uvedené Ciselné posloupnosti bez opory konkrétnich modeld. Urcuji dife-
renci mezi Cisly a objevenou pravidelnost vyjadiuji slovy ,dalsi je vzdy
o CGtyfi vétsi* nebo ,,d4l to bude plus ¢tyfi“. Odpovéd na otézku, kolik
paréatek potiebujete na kosodélnik, ktery ma stranu dlouhou 10, bud zjisti
postupnym dopocitanim 29 4+ 4 + 4 + 4 = 41, nebo vyjadii vypoctem
54 9-4 = 41, zatimco z4ci upfednostiiujici strategii a) kosodélnik se
stranou dané délky nejprve vymodeluji. Uvedeny vyraz je uz jen krickem
k zobecnéni pro kosodélnik s libovolnou délkou strany n. Voditkem pro
vyvozeni obecného vztahu 54 (n — 1) -4 = 4n + 1 je urdeni poétu paratek
pro dalsi konkrétni délky stran, napft.

pron=10: 54+ (10—-1)-4=5+36=41=4-10+4
pron=20: 5+(20—1)-4=5+76=81=4-20+4
pron=>50: 54+ (50—1)-4=5+196=201=4-50+4

pron=100: 5+ (100—1)-4=5+396=401=4-100+4

Volba strategie se zfetelné projevi pii zméné posloupnosti obrazct, na-
piiklad misto rovnobézniki zaci zkoumayji lichobéZniky (viz obr. 2). V pfi-
padé strategie a) zici cely proces opakuji od za¢atku, tzn. modeluji jed-
notlivé lichobé&zniky a postupné uréuji poéty paratek. Zaci, ktefi pouziji
strategii b), vyjdou z nové fady ¢isel 7, 11, 15, 19, 24, ..., opét urci dife-
renci a pomoci ni vyjadii hledany pocet. Objevi se v8ak i Zaci, ktefi jsou
schopni abstrahovat a ziskané poznatky vyuzit pro novy pripad. Takovym
zékim je vlastni strategie ¢) — uvédomi si, Ze lichobéznik vznikne z rovno-
bézniku pridanim dvou paratek, a zobecnény vztah pro rovnobéznik upravi
snadno na vztah pro lichobéznik 4n + 142 = 4n + 3.

Hledani souvislosti

Regeni otevienych tloh ¢asto vyzaduje propojovat poznatky z riznjch
oblasti matematiky, tedy schopnost nahlizet zkoumané situace z riznjch
uhld pohledu a popisovat je prostfednictvim riznych matematickych na-
stroji, jak bylo naznaceno vyse. Popsané strategie, které zaci pouzili pfi
feSeni uvedené tlohy a ve kterych zaci popisuji posloupnosti obrazct v troj-
thelnikové siti, které vznikly prodlouzenim jednoho jejich rozméru, pomoci
aritmetickych, prip. algebraickych prostfedkt, zaznamename i v piipadé
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druhého zpisobu zvétsovani obrazch (tj. pfi zvétSovani obou rozmért).
V pfipadé posloupnosti rovnostrannych trojahelnikt nebo kosoétverct (viz
Pocty paratek nartstaji nelinearné a vyjadfeni pravidelnosti v posloup-
nosti 3, 9, 18, 30, 45,... (pro trojihelniky) nebo v posloupnosti 5, 16, 33,
56, 85,... (pro kosoctverce) vyzaduje hlubsi analyzu a vyuziti urcitych
souvislosti a dalsich matematickych poznatki.

Posloupnost 3, 9, 18, 30, 45, ... je posloupnosti trojnasobka trojahelni-
kovych ¢isel 1, 3, 6, 10, 15, ... Poznatky o trojihelnikovych ¢islech a jinych
figuralnich ¢islech byvaji v u¢ebnicich matematiky pro zakladni skoly zata-
zovany ziidkakdy, prestoze mohou byt vitanym zpestfenim vyuky matema-
tiky i podnétem pro zédkovska objevovani. O figuralnich ¢islech pojednava
fada populdrné nauénych publikaci o matematice, napf. [1, 2, 3]. Poznatky
o ¢tvercovych a trojuhelnikovych ¢islech mohou zaci vyuzit pro zobecnéni
zminéné posloupnosti 3, 9, 18, 30, 45, ... Oznaceni ¢tvercovych ¢isel podle
jejich grafické reprezentace je zdkum ziejmé z ruznych modelt. Diky sou-
vislostem s dalsimi poznatky (obsah &tverce, druhd mocnina) rozpoznaji
tato ¢isla snéze nez Cisla trojuhelnikova, i kdyz jejich oznaceni vzniklo
obdobné. Poznatek, Ze kazdé ¢tvercové Cislo lze rozdélit na dvé po sobé
jdouci ¢isla trojuhelnikova, mohou zaci jednodusSe nahlédnout prostred-
nictvim nézorné reprezentace (obr. 4) a déle odvodit vztah pro obecné
vyjadieni trojahelnikového éisla (obr. 5). Pomoci obecného zapisu troja-
helnikového cisla %n(n + 1) je jiz snadné najit algebraické vyjadfeni pro
pocet parétek v rovnostranném trojthelniku 3 - in(n + 1).

(X

Obr. 4 Vyjadfeni ¢tvercového ¢isla pomoci dvou po sobé jdoucich trojihelniko-
vych Cisel
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Obr. 5 Odvozeni vztahu pro obecné vyjadreni trojuhelnikového ¢isla
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Z uvedenych obecnych vyjadfeni pomoci proménné n lze urcit nejen
pocet paratek pro libovolné velky obrazce daného tvaru, ale také vyvo-
dit vztahy pro dalsi obrazce. Napriklad z odvozenych vztaht lze ziskat
vztah pro zvétSeny kosoltverec, a to dvojim zptlisobem: bud uvazujeme
n-nasobek kosodélniku s délkou n, nebo slozime kosoctverec ze dvou rov-
nostrannych trojuihelnikd (obr. 6).
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Obr. 6 Moznosti sestaveni kosoc¢tverce z kosodélniku a trojuhelniki

V ptfipadé odvozeni vztahu pro Sestithelnik se nabizeji tfi moznosti:
Sestitthelnik 1ze sestavit ze Sesti rovnostrannych trojthelniki, tfech koso-
¢tverct nebo ze dvou rovnoramennych lichobéznika (obr. 7).
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Obr. 7 Moznosti sestaveni pravidelného Sestitthelniku z trojahelnikid, koso-
¢tverct a lichobéznikt

V tabulce 1 jsou ukézany moznosti algebraického odvozeni vztahu pro
kosoctverec, rovnoramenny lichobéznik a pravidelny Sestitthelnik.

Vyse naznacené postupy lze pouzit nejen pro algebraickd vyjadreni,
ale také pro aritmetické vyjadieni s tim, Ze pocet se urcuje pro obrazec
konkrétni velikosti. MozZnost aritmetického odvozovani poctu paratek pro
pravidelny éestiﬁhelnik bez obecnych vztahfl S proménnou n je naznaéeno
geometrlcke predstavé a drivéjsi zkusenosti s vytvarenim téchto obrazct
pomoci trojihelnikové sklddacky (obr. 7). Pfi odvozovani vztaht se tedy
zéaci opét vraceji ke konkrétnim geometrickym obrazctim.
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Tabulka 1 Moznosti algebraického odvozeni vztaht pro dalsi obrazce

b A

Trojthelnik
T, =34, = 3(n*+n)

trojithelnikové cislo A,, = 21

Kosoctverec
K,=n-(4n+1)—n-(n—1) = 3n®>+2n
K, =2T,—n=3n%+2n

LichobéZnik
L,=K,+T,—n=

1(9n? + 5n)

Sestitihelnik
S, =671, —6n =3K, —3n =
=2L, —2n=9n? + 3n

®

Tabulka 2 Moznosti aritmetického odvozeni pocétu paratek pro dalsi obrazce

Délka strany 1 2 3 4

Trojuhelnikové |1 3 6 10

¢islo

Trojuhelnik 3-1=3 3-3=9 3-6=18 3-10=30
Kosoctverec 2.3—-1=5 2-9-2=16 2-18—-3=233 2-30—-4=56
Lichobéznik 3-3—2-1=713-9-2-2=23 |3-18—2-3=48[3-30—2-4=282
Sestitthelnik ze|6-3—6-1=12(6-9—-6-2=42 |6-18—-6-3=90(6-30—6-4 =156
6 trojuhelniki

Sestithelnik ze|3-5—3-1=12{3-16—-3-2=42|3-33-3-3=90(3-56 —3-4 =156
3 kosoctverci

Sestitthelnik ze|2-7—2-1=12(2-23-2.-2=42|2-48—-2-3=90(2-82—2-4 =156
2 lichobézniki

Z algebry zpét do geometrie

Nalezené zobecnéni v aritmetické ¢i algebraické podobé lze vyuzit nejen
k odvozeni jinych vztahi, jak bylo ukazano vyse, ale také ke snazsimu na-
lezeni konkrétnich hodnot nebo k feseni tloh, které vyzaduje uziti urcitého

Matematika — fyzika — informatika 26 2017 21



zobecnéni (napiiklad uZiti vztahu s proménnou pro sestaveni rovnice nebo
nerovnice). Uvedme dva piiklady tloh, které lze snadno feSit vyuZitim
zobecnénych vztaht pro obrazce v trojuhelnikové siti:

Které obrazce a jak velké lze sestavit ze 100 pdrdtek?

Pokud se zakim podafilo provést zobecnéni v algebraické podobé, mo-
hou objevené vztahy pouzit pro sestaveni rovnice, pfipadné nerovnice (uva-
7ujeme-li formulaci ,nejvySe ze 100 paratek“) a pomoci ni tlohu Fesit.
Z podoby vyrazu na levé strané rovnice (pfip. nerovnice) lze vyvodit, zda
feseni vibec existuje. V pfipadé, ze zaci maji k dispozici jen aritmetické
vyjadfeni, pracuji s konkrétnimi hodnotami (tab. 2). Z4ci se nemusi omezo-
vat jen na vybér obrazct, jimiz se pfedtim zabyvali, ale mohou navrhovat
i dal$i moznosti tpravou zndmych obrazcii (napiiklad doplnénim paratek).

Které geometrické obrazce lze vytvorit z lichého (sudého) poctu pdrdatek?

Pii feSeni této tlohy muzeme také vyuZzit rovnici. Na zakladé koeficientt
v rovnici lze rozhodnout, zda popsané zavislost splnuje danou podminku
lichosti (sudosti). Pro mnohé zdky vsak bude jednodussi pracovat s kon-
krétnimi pocty (tab. 2.).

Zavér

Pfi feseni vySe popsané ulohy s obrazci z paratek zaci prirozené uplat-
nuji nékteré postupy charakteristické pro badani. Patfi mezi né mode-
lovani, pozorovani, navrhovani postupt, usuzovani, vyvozovani, zobecno-
vani a ovéfovani. Vytvafeni nazornych modelt zkoumanych utvart a jejich
pozorovani umoziuje zakum uchopit neznamou situaci, ziskat informace
pro jeji popis a snaze porozumét podstaté problému. Pomoci konkrétnich
modeltu zaci snadno ur¢i pocet prvkiu zkoumanych objektt a nahlédnou
vzajemné vztahy. Vysledkem prace s konkrétnimi modely je nalezeni arit-
metického modelu pro popis sledované pravidelnosti a jeho pfipadné zo-
becnéni, tj. vyvozeni algebraického vyjadfeni tohoto modelu. Spravnost
algebraického vyjadreni zaci vé€tsinou ovéruji dosazenim a porovnanim se
znamou hodnotou. V priibéhu feSeni je vhodné, aby zaci své navrhy disku-
tovali, kladli otazky, zduvodnovali sva tvrzeni a formulovali zavéry. V né-
kterych situacich, kdy se zaci v situaci ztraceji, nenachazeji cestu k jadru
problému a v dusledku toho klesa jejich zadjem o feseni problému, se dopo-
rucuje, aby ucitel podnécoval zaky k diskusi kladenim navodnych otazek,
shrnutim zakovskych tvrzeni, vyzvou k jejich ovéfeni.
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Vyse popsané tulohy predstavuji pouze nékteré z mnoha moznosti, jak
v ramci u¢iva matematiky zakladni skoly objevovat souvislosti mezi po-
znatky z geometrie, aritmetiky a algebry. Lze najit dalsi modifikace téchto
uloh, zkoumat jinou specifickou skupinu utvari nebo jiné charakteristiky
téchto Utvard, Tesit situace s jinymi vstupnymi podminkami. V piipadé
obrazcu z paratek sestrojenych v trojuhelnikové siti mohou zaci dale obje-
vovat souvislosti mezi obvodem a obsahem. Obvod obrazcti, které prodlu-
Zujeme nebo zvétsujeme v obou rozmeérech, se méni linearné, u podobnych
obrazcti se jednd o pfimou tmérnost. Obsah (vyjadfeny poctem rovno-
strannych trojihelnikd) obrazcl, které prodluzujeme, se méni linedrné,
zatimco obsah podobnych obrazcii nelinearné.

Prestoze zobecnéni zkoumanych pravidelnosti bude u mladsich zakua
nejcastéji vyjadfeno aritmetickymi prostiedky, protoze zapis s proménnou
bude pro né zatim pfilis abstraktni, je dilezité tato zobecnéni pii TesSeni
takovych tloh provadét a pripravovat je tak na pozdé&jsi poznavani zavis-
losti a jejich algebraizaci. Je mozné, ze mezi zaky se objevi jedinci, kteri
porozumi algebraickému zapisu dfive a budou schopni takovy zapis bez
problémt pouzivat. Ucitel by se nemél nechat odradit od zarazovani ak-
tivit, jejichz vystupem je urcité zobecnéni, jen proto, ze zaci nezvladnou
zapsat zobecnéni algebraicky. Existuji rizné cesty, jak zobecnéni hledat
a formulovat, ale podstata je stejna. Je tfeba charakterizovat spolecné
vlastnosti objektii, pojmenovat invarianty (tj. vlastnosti, které jsou pro
sledované objekty neménné), zjistit, co a jak je zavislé na zméndch.
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