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Recky matematik Diofantos z Alexandrie (asi 250 n. 1.) byl jiz ve staro-
véku nazyvan otcem algebry. Jsou po ném nazvany rovnice, které fesime
v oboru celych ¢i prirozenych c¢isel, jako diofantovské. Vénoval se fesenim
téchto rovnic a zadkladim teorie ¢isel. Do této oblasti spada i problém
nalezeni ¢tvefice ¢isel takovych, Zze soucin kazdych dvou rizngch (z nich)
zvétSeny o 1 je roven druhé mocniné nékterého cisla. Pirikladem takové
CtveFice je [1, 3, 8,120], nebot

1-3+1 =22 3.841 =52,
1-841 =32, 3-1204+1 = 192,
1-120 +1 = 112, 8120+ 1 = 312.

Diofantos se ovSem neomezoval na ¢isla pfirozena, ale hledal takové
¢tverice mezi ¢isly raciondlnimi, které musi byt i v zdkladu druhych moc-
nin. Prikladem ¢tvefice, kterou nasel, je

13317 105
16°16" 47 16 |

Prvni uvedenou celociselnou ¢tvetici nasel az P. Fermat v 17. stoleti.
L. Fuler nalezl nekone¢né mnoho takovych celociselnych ¢tvefic ve tvaru

[a,b,a+ b+ 2r 4r(r + a)(r +b)],

kde ab 4+ 1 = r2. Nalezl oviem také pétice kladnych racionalnich &isel
s uvedenou vlastnosti. Toto zkouméani nas vede k nasledujici definici.
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Definice 1

Koneéna posloupnost m prirozenych ¢isel aq,as, ..., a,, se nazyva dio-
fantovskd m-tice, je-li a;a; + 1 druhou mocninou prirozeného ¢isla pro
vSechna 1 < ¢ < j < m. Konec¢né posloupnost ai,as,...,a,, nenulovych

racionalnich Cisel se nazyva raciondlni diofantovskd m-tice, je-li a;a; + 1
druhou mocninou racionalniho ¢isla pro vSechna 1 < i < j < m.

Je pfirozenou otézkou, pro kterd m existuji tyto diofantovské m-tice, a
v jakém poctu. Byla vyslovena zakladni hypotéza o moznych délkdch m
takovych celociselnych m-tic:

Hypotéza 1
Neezistuji diofantovské pétice.

Podstatny krok k vyfeSeni této hypotézy podnikli A. Baker a H. Dave-
nport, viz [2] v r. 1969, kdyz dokazali, Ze jediné pfirozené ¢islo d takové, ze
[1,3,8,d] je diofantovska Gtvefice, je d = 120. Odtud plyne, ze Fermatem
nalezend Ctvefice [1,3,8,120] nemtize byt rozsifena na diofantovskou pé-
tici. AvSak pro racionalni ¢isla prekvapivé existuje i racionalni diofantovska
Sestice, jejiz priklad nalezl P. Gibbs, viz [7]:

11 35 155 512 1235 180873

1927192 277 277 48 ' 16

Nabizi se myslenka, zda existuje obecnéjsi teorie, kterd by umoznila
odpovédi na otazky o diofantovskjch m-ticich. Pokusime se zde shrnout
nékteré takové vysledky. V élanku [1] dokézali J. Arkin, V. E. Hoggart a
E. G. Strauss, 7e kazdou diofantovskou trojici 1ze rozsifit na diofantovskou
CtveFici. Presnéji, je-li [a, b, ¢] diofantovska trojice, a plati-li

ab+1=1r2 ac+1=s% be+1=1t%
kde r, s,t jsou pfirozena ¢isla, pak [a, b, ¢, d] jsou diofantovské ¢tvefice pro
d=a+ b+ c+ 2abc + 2rst. (1)
Ctenaf snadno miize ovéfit, Ze plati
ad+1=(at+7s)%, bd+1=(bs+71t)% cd+1= (cr+ st)?

Otézkou ziistava, zda pro kazdou diofantovskou étvefici [a, b, ¢, d] ta-
kovou, Ze d > max{a,b,c}, plati, ze d spliiuje (1). Jak jiz bylo zminéno,
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Baker a Davenport to dokdzali pro trojici [1,3,8]. M. Veluppillai [9] to
dokézal pro [2,4,12] a K. S. Kedlaya [8] pro trojice [1,3,120], [1,8,120],
[1,8,15], [1,15,35], [1,24,35] a [2,12,24]. Dokonce A. Dujella to doka-
zal pro vSechny trojice tvaru [k — 1,k + 1, 4k]. Takové Ctvetice [a, b, ¢, d)
se nazyvajl requldrni. Ekvivalentni podminkou k tomu, aby diofantovska
¢tvetice [a, b, ¢, d] byla reguldrni, je splnéni rovnosti

(a+b—c—d)?=4(ab+1)(cd + 1).

To je samoziejmé kvadraticka rovnice pro d, jejiz jeden kofen je urcen
vztahem (1) a druhy je ¢islo

d=a+ b+ c+ 2abc — 2rst.

Je dokazano, Ze pro ¢isla a, b, ¢, d mensi nez 10° existuje pravé 207
diofantovskych ¢tvefic [a, b, ¢, d], které jsou vSechny reguldrni. Jelikoz pro
dand a, b, ¢ je pocet celo¢iselnych bodu [z, y] na kiivce

y? = (axz + 1)(bx + 1) (cz + 1),

jak zndmo, kone¢ny, plyne odtud, ze nemtize existovat nekonecné posloup-
nost
a,b,e,...,x, ...,

splitujici Diofantovu podminku (na pravé strané posledni rovnosti je soucet
t¥i druhgch mocnin). Je tedy otdzkou, jaké je nejvétsi Cislo m, pro které
existuje diofantovska m-tice. A. Dujella [5] dokazal v roce 2001, ze m < 8.
Avsak v roce 2004 tento vysledek sdm podstatné zesilil dvéma tvrzenimi:

Véta 1
Neexistuji diofantovské Sestice.

Véta 2
Ezistuje nejvyse konecény pocet diofantovskych pétic.

Zda vubec a kolik diofantovskych pétic existuje, bylo zkouméno fadou
matematikt. Pfivodni odhad byl, Ze pro jejich podet plati Q < 101930,
Béhem nékolika let se tento odhad zprestioval, a nynéjsi idaj je mnohem
vylepseny, totiz Q < 1,18-10%7. Y. Fujita [6] doké4zal, Ze kazd4 diofantovska
pétice obsahuje regularni diofantovskou ¢&tverici a dale, je-li [a,b,c,d, €]
diofantovska pétice spliujici a < b < ¢ < d < e, pak musi platit jedna
z podminek:
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(i) 4a < b; 4ab+a+b<c< b2
(i) 4da <b; c=a+b+2Vab+1,
(iil) 4a < b; > b2,
(iili) b < 4a; c=a+b+2Vab+ 1.

Pro racionalni diofantovské pétice je situace zcela odlignd. Necht [a, b, ¢, d]
je racionalni diofantovska Ctverice, tj. pro vhodnéa racionalni r; plati

ab+1=r?  bc+1=r3,

ac+1=r3, bd—i—lzr%7

ad+1=r% cd+1=rd
Necht abed # 1. Polozme

_ ((a+b+c+d)(abed+1) +2abe + 2abd 4 2acd 4 2bcd £ 217973747576 )
B (abed — 1)

Pak lze dokazat, Ze [a, b, ¢, d, €] je racionédlni diofantovska pétice. S ohledem
na symetrii sta¢{ napi. ukdzat, ze ae +1 = (aryrsre £r172r3)?/(abed — 1)2.
Prikladem takové pétice je

18317 105
16’16" 47 16" |’

kde vypoctem, jak vyse uvedeno, zjistime dvé mozné hodnoty

549120 26880
= nebo e=————.
10201 177241
Jiz Eulerovi bylo znamo, zZe existuje nekone¢né mnoho racionalnich di-
ofantovskych pétic, ale teprve nedavno bylo zkoumano, zda existuje neko-

neéné mnoho takovych Sestic. Nejmensi z nich je

193352 60 495 50
127 47 372209 24964° 12 |°

Kromé toho bylo dokizano, Ze existuje nekoneéné mnoho racionalnich

diofantovskych Sestic, které obsahuji trojici [E — 16 Z]. Stejny vysledek

_ 3 14> 2006
byl odvozen i pro trojice

48 35 17) - [56 165 23
177 102’ 6 69’ 1847 24|
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Otevienou otazkou ziistava existence racionalni diofantovské sedmice.
P. Gibbs nalezl 45 racionalnich diofantovskych Sestic.

Pii zkoumani celociselnych diofantovskych m-tic jsme pozadovali, aby
a;a; + 1 bylo rovno r2 pro nékteré piirozené ¢&islo r, kdykoli i # j, Je
totiz evidentni, Ze a? + 1 nem@iZze byt druhou mocninou pfirozeného ¢isla.
Pro racionalni diofantovské m-tice vSak takové omezeni i # j neni nutné.
Proto lze uvazovat i raciondlni diofantovské m-tice [ai,as,...,an], kde
a? +1 je rovné ¢tverec racionalniho &isla. Takové m-tice se nazyvaji silné.
Prikladem silné diofantovské trojice je

1976 3780 14596
5607 1691 1197 |-

Neni vSak zndm zadny piiklad silné diofantovské ¢tverice.

Na&s prehled nékterych vysledka o diofantovskych m-ticich, které pou-
taji pozornost matematiki pracujicich v teorii ¢isel jiz po né€kolik dese-
tileti, zakonc¢ime vysvétlenim, v které oblasti soucasného matematického
vyzkumu vznikaji vySe uvedené teorie a vysledky jako zajimavy ,vedlejsi
produkt®. Je to v teorii eliptickych kfivek, coz jsou pravé kiivky tvaru

y? = (az + 1)(bx + 1) (cz + 1),

na kterych hleddme body s celociselnymi ¢i racionalnimi souradnicemi x, y.
Ze se jedna o pomérné slozity matematicky aparéat, ktery presahuje ele-
mentarni ramec naseho vykladu, si pravdépodobné ¢tendf umi predstavit.

Za pozornost stoji, ze loha s podobnou tematikou byla predloZena re-
prezentantim na 27. mezindrodni matematické olympiadé, ktera se konala
v roce 1986 ve VarSavé. viz napt. [10]. Jako prvni byla zaddna soutézicim
nasledujici tloha:

Necht a je prirozené éislo, rizné od 2,5,13. Dokazte, e v mnoZiné
{2,5,13,d} lze nalézt dva proky a, b takové, Ze v/ab — 1 nend celé éislo.

Zajemcum doporucujeme pokusit se o vlastni feSeni této ulohy.
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Polibky kruznic:
Jakob Steiner, 1. ¢ast

PAVEL LEISCHNER
Pedagogické fakulta JU, Ceské Budé&jovice

Jiz ve starovékém Recku bylo znamo: Pokud se¢na z vnéjsiho bodu X
protind kruznici k(O;r) v bodech A, B a te¢na z téhoz bodu m4 s kruznici
dotyk v bodé T', pak

|AX| - |BX| = |AT*. (1)

Eukleidovy Zdklady uvadi i analogickou vétu pro vnitini bod kruznice.
Rovnéz byla znama analogickd véta pro vnitini bod X kruznice k. Jakob
Steiner (1796-1863) ve své prvni knizné vydané préci [2] tyto poznatky
rozsifil. Zavedl veli¢inu zvanou mocnost bodu ke kruznici nebo téz moc-
nost kruznice k bodu, kterou v dané roviné chapal jako charakteristiku
vzédjemné polohy libovolného bodu X a pevné zvolené kruznice k, resp.
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