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Pied Casem lety jsme v nasem Casopise prinesli kratkou informaci o nové
mezinarodni matematické soutézi pro zaky ve véku do 16 let, viz [1], ktera
nese dnes jiz zabéhnuty nazev Cesko-polsko-slovenska matematicks olym-
pidda juniortt (CPS MO juniort). Jiz z jejiho ndzvu je patrné, které tii
stredoevropské zemé se exkluzivné této soutéze tcastni.

Cilem tohoto prispévku je podrobnéji sezndmit ¢tenafe se strukturou
soutéze, jeji pripravou a také s tlohami, které soutézici fesili v dosud po-
slednim, 5. ro¢niku této soutéze. Ten se konal od 15. do 18. kvétna 2016 na
Slovensku (v hotelu Klak na Fackovském sedle). Pro tplnost uvadime, ze
prvni t¥i roéniky soutéze organizovali polsti kolegové (prvni a druhy roé-
nik se konal v Mszané Dolné, tfeti ro¢nik se uskutecnil ve Szczyrku, oboji
v polskych Beskydech). Ctvrty ro¢nik pak uspoiddala ¢eska Ustiedni ko-
mise MO v Karlové pod Pradédem.

Béhem péti let existence ziskala tato mezinarodni matematicka soutéz
svou autentickou podobu. Soutéze se pravidelné Gc¢astni Sesticlennéd druz-
stva nejlepsich mladych olympionikt z Polska, Slovenska a Ceské repub-
liky, tedy vzdy 18 soutézicich. Vlastni soutéz mé dveé ¢asti, které probihaji
ve dvou soutéznich dnech. Prvni soutézni den je to soutéz jednotlivc, kdy
zaci Test v Case 3,5 hodiny pétici soutéznich dloh, druhy soutézni den se
pak kond soutéz (tficlennych) druzstev sestavenych (vylosovanych) po jed-
nom zastupci z kazdé participujici zemé. Béhem této soutéze, kterd trva
nou tymovou soutéz, p¥i niz dorozumivacim jazykem mezi ¢leny druzstva
je zpravidla anglictina. Na zakladé pétileté zkusenosti lze konstatovat, ze
prave tato cast CPS MO juniort je pro vétsinu soutézicich velmi atraktivni.
Jejim vyraznym pozitivem je navic skutecnost, ze soutézici se tak poprvé
seznamuji s modernim pojetim mezinarodni tymové spoluprace v oblasti
matematiky.
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Nominace do reprezentac¢nich druzstev je v piipadé Ceské republiky a
Slovenska podobné. Druzstva jsou vybirana na zakladé doporuceni Kraj-
vybérového soustfedéni, na néz je kazdoro¢né zvano nejvyse 12 matematic-
kych nadéji z celé republiky. Polsky reprezentacni tym je sestavovan pfimo
z vitézl findle polské Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistéw (OMG),
viz [3], coz je matematickd soutéz vékové odpovidajici kategorii C v Ceské
a slovenské MO.

Aby si ¢tenar ucinil lepsi predstavu o narocnosti tloh v obou ¢astech
soutéze, uvedeme nejprve prehled vsech tloh pouzitych v letosnim 5. roc-
niku CPS MO juniort. Ulohy soutéZe jednotlivcii jsou uvedeny v jazyce
Ceském a zadani tymové soutéze v trojjazycéné verzi tak, jak ji obdrzeli
vsichni tcastnici.

Soutéz jednotlivcu
(pondéli, 16. kvétna 2016)

1. V roviné je déna tisecka AB se stfedem M. Uvazujme mnozinu vSech
pravouhlych trojuhelniki ABC' s pieponou AB, v nichz D znad¢i patu
vysky z vrcholu C' a K, L jsou paty kolmic z bodu D po fadé k odvésnam
BC, AC. Urcete, jaky je nejvétsi mozny obsah ¢tyithelniku M KCL.

2. Proreélna ¢isla z, y plati 22 +y%—1 < xy. Dokazte, Ze x+y—|z—y| < 2.

3. Urcete vSechna cela ¢isla n > 3, pro néz je mozné oznacit vrcholy pra-
videlného n-bokého hranolu navzijem rtznymi kladnymi celymi ¢isly
tak, aby vrcholy oznacené Cisly a a b byly spojeny hranou, pravé kdyz
plati a |b nebo b|a.

4. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC, v némz |AB| < |AC| < |BC|. Na
stranach AC' a BC jsou zvoleny po fadé body K a L tak, ze plati
|AB| = |CK| = |CL|. Osy tse¢ek AK a BL protinaji pfimku AB po
fadé v bodech P a Q. Usecky K P a LQ se protinaji v bodé M. Dokaizte,
7e |AK|+ |KM| = |BL|+ LM|.

5. Urcete nejmensi celé ¢islo j, pro které lze do jednotlivych poli ¢tvercové
tabulky 10 x 10 vepsat cela ¢isla od 1 do 100 tak, aby kazdjch 10 po
sobé jdoucich ¢isel lezelo v nékteré ¢tvercové ¢asti j x j celé tabulky.

Ulohy tymové soutéze jsou pro soutézici piipraveny vzdy po dvou v ja-
zyce Ceském, slovenském a polském. Jejich TeSeni pisi zaci v jazyce, ktery
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je stanoven v obdrzenych pokynech spolu s texty tloh (viz zadani sou-
téze druzstev — nize). V soutézi jednotlivc odevzdavaji zéci sva FeSeni
v matefském jazyce, podobné jako na IMO nebo na MEMO".

Team Competition
(Tuesday, 17th May 2016)

1. Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou AB. Ozna¢me D patu
vysky z vrcholu C. Necht @, R a P jsou po fadé stiedy tsedek AD,
BD a CD. Dokazte, ze plati |[XAPB| + [ QCR| = 180°.

Poznamka. RieSenie tejto tlohy musi byt napisané po polsky.

2. Najdéte nejvétsi mozné celé Cislo d, které soucasné déli tii trojmistna
¢isla abe, bea a cab, kde a, b a ¢ jsou vhodné nenulové a navzajem rtizné
¢islice.

Uwaga. Rozwiazanie tego zadania powinno by¢ napisane po stowacku.

3. Na plaszczyznie poprowadzano pewng liczbe prostych tak, ze kazda
przecina doktadnie 15 innych. Ile prostych poprowadzono? Scharaktery-
zuj wszestkie mozliwe konfiguracje i uzasadnij, ze nie ma innych.

Poznamka. Reseni této tlohy odevzdejte ve slovensting.

4. Pewna liczbe plytek przystajacych do przedstawionej na rysunku nalezy
umiesci¢ wewnatrz kwadratu o wymiarach 11 x 11 podzielenego na pola
bedace kwadratami jednostkowymi w taki sposéb, aby kazda plytka
pokrywala dokladnie 6 pdl, zadna nie wystawala poza kwadrat oraz
zadne dwie nie niepokrywaly tego samego pola.

(a) Wyznacz najwieksza mozliwa liczbe plytek, ktéra mozna umieésié
wewnatrz kwadratu w opisany sposdb.

(b) Znajdz wszystkie pola, ktére musza zostaé przykryte przy kazdym
pokryciu z uzyciem maksymalnej liczby ptytek

Poznamka. RieSenie tejto llohy musi byt napisané po cesky.

1Podrobné vysledky 5. CPS MO juniort lze najit napf. na webovskych strankach [2].
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5. Dany je trojuholnik ABC taky, ze |[AB] : |AC| : |[BC| =5 :5 : 6. Oznag-
me M stred strany BC' a N taky bod na strane BC, ze [BN| =5|CN|.
Dokézte, Ze stred kruznice opisanej trojuholniku ABN je stredom tsecky
spajajucej stredy kruzic vpisanych trojuholnikom ABC a ABM.
Uwaga. Rozwiazanie tego zadania powinno by¢ napisane po czesku.

6. Dané je kladné celé ¢islo k. Najdite vSetky trojice kladnych celych cisel
a, b, ¢, ktoré splitaji rovnosti

a+b+c=3k+1,
ab + be + ca = 3k% + 2k.

Poznamka. Reseni této tlohy odevzdejte v polsting.

Jak se soutéz pripravuje?

Priprava jednotlivych roc¢niki soutéZze probiha ustalenym zpusobem.
Kazda tcastnickd zemé zasle po osloveni (zhruba 3 mésice pred vlastni
soutézi) organizatortium aktudlniho roéniku soutéze ¢ty¥i nové, puvodni
tlohy. Tym organizatorti pak sestavi ve spolupraci s vedoucimi druzstev
jednotlivych zemi z doslych ndvrhi oba soubory uloh (pro soutéZ jednot-
livett 1 soutéz druzstev), a to ve étyfech jazykovych verzich pro soutéz
jednotlived (anglickou, Geskou, polskou a slovenskou) a ve dvou verzich
pro soutéz druzstev (anglickou a smiSenou).

Autori tloh soubézné pripravi vzorova feseni svych navrhi, ktera po
skonceni soutéze obdrzi vsichni soutézici. Po ukonceni obou ¢éasti soutéze
(jednotlivel i tymt) — tyZ den v odpolednich hodinédch se prezentuji nej-
lepsi zakovska TeSeni samotnymi Tesiteli, kteri tak maji moznost seznamit
ostatni soutézici ve svém rodném jazyce nebo anglicky s odlisSnymi pristupy
k teseni zadanych tloh.

Reseni vybranych soutéznich tiloh

V nésledujici ¢asti prispévku uvedeme ukazky feseni Ctverice Ceskych
soutéznich uloh, jejimiz navrhovateli byli podobné jako v pfedeslych roc¢ni-
cich soutéze, oba autori ¢lanku. V soutézi jednotlivcei se jednalo o 1. tlohu
(J. Svréek) a 5. tlohu (J. Sim$a a D. Klaska) a v tymové soutézi pak
o 1. tlohu (J. Svréek) a o 2. tlohu (J. Simsa).

Matematika — fyzika — informatika 25 2016 249



Piiklad 1 (soutéz jednotlivci)

V roviné je dana usecka AB se stifedem M. Uvazujme mnozinu vSech
pravouhlych trojuhelnikit ABC s preponou AB, v nichz D znaéi patu
vysky z vrcholu C a K, L jsou paty kolmic z bodu D po fadé k odvésnam
BC, AC. Urcete, jaky je nejvétsi mozny obsah étyftahelniku M KCL.

RESENI. Nejprve ukdzeme, ze pfimky KL a MC jsou navzajem kolmé. Na
zékladé podobnosti pravoihlych trojihelnikt ABC a CBD je |[X BAC| =
= [ BCD,|.

C
K
L
A D M B
Obr. 1

Protoze CLDK je pravothelnik, plati |[<LKC| = |[«xBCD| = [t BAC|.
Stted M tsecky AB je soucasné stiedem Thaletovy kruZnice (opsané
pravothlému trojahelniku ABC), a proto BCM je rovnoramenny troj-
thelnik, v némz

|XABC| =|xMBC|=|xBCM|.
Na zakladé odvozenych rovnosti dale plati
[XLKC|+ |[«xBCM| = |XBAC|+ |t ABC| = 90°,

a proto jsou pfimky LK a C'M navzdjem kolmé (obr. 1). Uvazovany Ctyi-
uhelnik M KCL ma tedy navzajem kolmé thlopricky KL a CM a pro jeho
obsah S pak plati znAmy vztah (popf. jej lze snadno odvodit)

1
S = 5 |KL|-|CM]|.
Vzhledem k tomu, ze |CM| = %\AB |, m4 uvazovany ctyfuhelnik nejveétsi
obsah, pravé kdyz jeho thlopficka KL mé nejvétsi moznou délku. Pro-

toze |KL| = |CD]|, je délka tihlopficky KL maximalni, pravé kdyz ma
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maximalni moznou délku (velikost) vyska C'D z vrcholu C' v pravothlém
trojuhelniku ABC' s pevné danou délkou ptrepony AB. Od¢ividné je tedy
délka thlopricky K L maximalni, pravé kdyz pravouhly trojuhelnik ABC
ma nejvétsi moznou vysku z vrcholu C, tj. v pfipadé, kdy |CD| = %|AB\.
V takovém pripadé mé ¢tyiuhelnik M K CL maximalni mozny obsah

1
= ~|ABJ?.
S 8| \

Tim je tiloha vyreSena.

JINE RESEN{ (podle Josefa Minatika, G Brno, t¥. Kpt. Jarose). Bez Gjmy
na obecnosti pfedpokladejme, ze D je bodem tsecky AM (D # A). Oznaé-
me N priisecik use¢ek MC a DK. Pravouhlé trojuhelniky ADL a NCK
(na obr. 2 jsou vyznaleny Sedé) jsou shodné, nebot se shoduji ve velikos-
tech vnitinich thlt a odpovidajici si strany DL a C'K jsou rovnéz shodné
(protilehlé strany v pravothelniku DKCL), a proto jsou shodné i vysky
k pfeponam v obou uvazovanych pravouhlych trojihelnicich.

C

A D M B
Obr. 2

ProtoZe navic plati |[MA| = |MC|, maji trojthelniky AML a CMK
stejné obsahy, takze zkoumany ¢tyithelnik M K C'L a rovnoramenny troj-
thelnik AMC maji stejny obsah. Ctyfuhelnik M K CL mé tedy maximalni
obsah, pravé kdyZ ma maximélni mozny obsah trojuhelnik AMC, tedy
v pfipadé, kdyz vyska z vrcholu C' mé nejvétsi moznou délku. To nastane
jen tehdy, kdyz |CD| = |MC|, tj. kdyz C je vrcholem pravouhlého rovno-
ramenného trojuhelniku s pfeponou AB.

Vypocet obsahu tohoto pravotihlého trojihelniku vede ke stejnému vy-
sledku jako v pfedchozim feSeni této tlohy.
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Piiklad 5 (soutéz jednotlivci)

7 %7

Urcete nejmensi celé ¢islo j, pro které 1ze do jednotlivych poli ¢tvercové
tabulky 10 x 10 vepsat cela ¢isla od 1 do 100 tak, aby kazdych 10 po sobé
jdoucich cisel lezelo v nékteré ¢tvercové casti j x j celé tabulky.

RESENI. Pfedpokladejme, ze tabulka je zaplnéna zpiisobem, ktery vyho-
vuje zadani tlohy pro nékteré j < 10, a ukazme nejprve, ze nutné plati
j > 5. Diky pfedpokladu j < 10 zadné dvé ze ¢ty ¢isel v rohovych polich
celé tabulky nelezi ve ¢tverci j X j, takze se kazdéa dvé z téchto Ctyt Cisel
lis1 alespon o 10. Pro druhé nejmensi z téchto ¢isel, které oznac¢ime a, tak
plati 11 < a < 80. V tabulce je tedy zapsano vsech 19 ¢isel

a—9a—-8 a—-7,...,a,a+1,a+2,a+3,...,a+9

a vSechna musi lezet v jednom ¢tverci j X j s rohovym polem obsazenym
¢islem a, takze plati j2 > 19 neboli j > 5.

Ve druhé c¢asti feseni uvedeme zaplnéni tabulky, které vyhovuje zadani
ulohy pro j =5 (obr. 3).
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Obr. 3

Pro snazsi kontrolu toho, ze kazdych 10 po sobé jdoucich ¢isel lezi v jednom
¢tverci 5 x 5, mtize ¢tendfr vyuzit toho, ze ¢isla od 1 do 100 jsou pfi cesté
Sachového pésce postupné zapisovana do této tabulky, kterd mé jako celek
svislou osu soumérnosti — pfimku mezi patym a Sestym sloupcem tabulky.
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Priklad 1 (soutéz druZstev)

Je dan pravouhly trojihelnik ABC s preponou AB. Ozna¢me D patu
vysky z vrcholu C. Necht @, R a P jsou po fadé stfedy tsedek AD, BD
a CD. Dokazte, ze plati

X APB| + |2 QCR| = 180°.
RESEN{. Protoze trojthelniky ADC a CDB jsou podobné (véta uu), svi-
raji téZnice z odpovidajicich si vrcholii tyz Ghel s protéjsi stranou (obr. 4).

Pro dvojice téznic AP, CR a CQ, BP v uvedené dvojici podobnych troj-
thelnikt proto plati

[KAPD| = |KCRD| = |4CRQ| a [|KXCQR|=|xCQD|=|xBPD|.
C

Ya
A Q D R B

Obr. 4

Odtud plyne

|XAPB| = |XAPD|+ |XBPD| =|XCRQ|+ |XCQR| = 180° — |[XQCR],
a tudiz [ APB| + |[XQCR]| = 180°. Tim je ditkaz uzavien.

JINE RESEN{. Snadno se mizeme presvédéit o tom, Ze trojuhelniky ABP a

QRC maji stejné obsahy. Z podobnosti trojuhelniki ADC a CDB plyne
pro pomér délek odpovidajicich si téznic v obou trojahelnicich

AP| |CR .
||CQ||:||BP:, neboli |AP|-|BP|=|CQ|-|CR]. (1)

Na zakladé rovnosti obsahtt Sapp, Sqgrc trojihelniki ABP, QRC dosta-
neme vyuzitim znamé formule pro jejich obsah

1 1
Sapp = 5 |AP|-|BP|-sin |t APB| = -|CQ||CR]| sin X QCR| = Sqrc-
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S ohledem na (1) je pak sin|XAPB| = sin|XQCR)|. Protoze oba (ne-
shodné) thly APB a QCR maji velikosti mensi nez 180°, je tedy

|XAPB| + X QCR| = 180°,
coz jsme chtéli dokazat.

Piiklad 2 (soutéz druzstev)

Najdéte nejvétsi mozné celé cislo d, které soucasné déli t¥i trojmistna
¢isla abc, bea a cab, kde a, b a ¢ jsou vhodné nenulové a navzajem rizné
Cislice.

RE$ENI. Uvazujme pevna tfi trojmistna éisla

A=100a+10b+c, B =1000+10c+a, C =100c+ 10a+b

s tfemi nenulovymi navzajem rtuznymi ¢islicemi a, b, ¢ a dokazme, ze kazdy
jejich spolecny délitel d mé tyto vlastnosti:

(i) V rozkladu d na prvocinitele mohou byt zastoupena pouze prvocisla
2, 3 a 37, ne vSak v mocninach vyssich nez 2!, 3% a 37'.

(if) Je-li d délitelné ¢islem 37, pak d neni délitelné ¢islem 3.
Skutecné, z rovnosti
104 — B =999a, 10B—C =999b, 10C — A =999c

vyplyva, ze ¢islo d déli kazdé z éisel 999a, 999b a 999c¢. Protoze 999 = 32-37
a kazdy délitel t¥ riznych nenulovych éislic (¢isel) a, b, ¢ je roven 1, 2
nebo 3, zbyvé k ditkazu ¢asti (i) ukazat, ze 3* nedéli d. To plyne okamzité
z rovnosti

A+B+C=111(a+b+ o),

nebot 32 nedéli 111 a 33 nedéli a +b+c, protoze a+b+c < 9+8+7 = 24.
Tvrzeni (ii) snadno dokédzeme sporem: kdyby éislo d bylo délitelné obéma
(nesoudélnymi) ¢isly 37 a 3, a tedy i jejich soudinem 37 -3 = 111, byl by
kazdy trojmistny nasobek ¢isla d (mezi nimiz jsou ¢isla A, B, C') zapsdn
tremi stejnymsi Cislicemi, a to je spor.

Z dokézanych vlastnosti (i) a (ii) plyne, Ze pro spoleény délitel ¢isel A,
B, C plati

de{1,2,3,9,18,27,37,54,74}.
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Zatimco mezi trojmistnymi nasobky c¢isla 54
108,162, 216,270, 324, 378,432, 486, 540, 594, 648, 702, 756, 864, 918,972

pozadovand trojice ¢isel existuje (tvofi ji podtrzend ¢isla), mezi trojmist-
nymi nasobky ¢isla 74

148, 222, 296, 370, 444, 518, 592, 666, 740, 814, 888, 962

takova trojice neni.

Zaver. Nejvétsi hledané celé ¢islo d je tedy 54.

Ceska ticast v CPS MO juniori

Pro ceské a slovenské zaky prvnich ro¢nikt stfednich skol je v mate-
matické olympiddé obou nasSich zemi urcena kategorie C, kterd vrcholi
krajskym kolem. Jejich vitézové tak mohou jen zavidét svym polskym vrs-
tevnikim, pro které podobna soutéz konéi az tstfednim (celopolskym) ko-
lem, konanym kazdorocné ve Varsave. Polska zkusenost prokazuje, ze i tii
roky pred maturitou, kdy zaci jesté neznaji vétsinu stfedoskolské matema-
tiky, pro né lze pripravovat soutéz v feseni naro¢nych matematickych tloh,
které i na republikové trovni dokazou rozhodnout o nejlepsich jednotliv-
cich. Povazujeme proto za velmi prospésnou iniciativu polskych kolegu, za
niz stoji jmenovité Jerzy Bednarczuk a Waldemar Pompe, ktefi ptisli jako
prvni s myslenkou cesko-polsko-slovenské juniorské matematické soutéze.

Prvnich pét jejich roéniki prokazalo, Ze nasi zaci svou ucasti ziskavaji
vyznamnou pobidku k tomu, aby dale rozvijeli své matematické doved-
nosti. Docela redlnou se totiz pro né stava predstava, ze se v dalsich roc-
nicich MO probojuji v kategorii A az do reprezenta¢nich druzstev CR. pro
prestizni soutéze, jakymi jsou IMO a MEMO. Tento osobni ,plan ristu®
Gaspésné naplnili néktefi tcastnici prvnich roéniki CPS MO juniort, jako
jsou Radovan Svarc, Pavel Turek, Marian Poljak nebo Filip Bialas.
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