nejspis néjaké feseni mit méla a oni by ve svém vypoctu chybnou tvahu
odhalili a opravili ji.

Bystry ¢tenar uz urcité nahlédl, ze zakladnim problémem pfi druhém
pfistupu k feSeni dané tlohy je nutnost uvedeni poméru na zékladni tvar.
Tim bude zaruceno, ze vezmeme v ivahu kazda dvé ¢isla, kterd jsou v po-
méru 7 : 4 a nalezneme uz nékolikrat uvedené feseni; to se pres nasobky
¢isla 42 nestalo.

Jisté bychom nasli i jiné priklady, kdy resitelé uvadéji zdanliveé korektni
postupy vedouci ke spravnému vysledku, v nichz vSak pri dakladnéjsim
prozkoumani objevime hrubé chyby. Tito FeSitelé si tyto nedostatky neu-
védomuji. Pokud posuzovatel takové chyby neptehlédne, je vystaven tlaku
fesiteld, dotazujicich se s pocitem kiivdy na bodovou penalizaci, kdyz védi,
ze jejich vysledek je spravny. Smutnéjsi ale je, pokud méné zkuseny opra-
vujici nezjisti, Ze postup feseni je chybny.

V tomto prispévku jsme chtéli upozornit predevsim na dulezitou sku-
tecnost, ze spravny vysledek a postup feseni tlohy jsou dvé c¢asti, které
neoddélitelné patii k sobé.
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Ctyti body na kruZnici

JAROSLAV SVRCEK - VOJTECH ZLAMAL
Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Cilem tohoto prispévku je poskytnout Ctenari strucny a prehledny na-
vod, jak Fesit planimetrické dtikazové tlohy, jejichz tkolem (nebo soucasti
FeSeni) je dokézat, Zze dané Ctyfi (popf. vice nez ¢tyfi) body lezi na téze
kruznici.
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Metodika popsand v tomto ¢lanku neni v potfebném rozsahu k dis-
pozici zaktim ani ucitelim nasich stfednich skol v pfislusnych ucebnicich
planimetrie pro gymnézia ani pro stfedni odborné skoly. Tato skutecnost
je limitovdna pomérné velkym mnozstvim dal$ich tematickych (kurikuldr-
nich) celk obsazenych v RVP. S uvedenou problematikou se v8ak hojné
setkdvaji matematicky zdatnéjsi zaci (a potazmo i jejich ucitelé) pfi feseni
uloh z riznych matematickych soutézi. Zminéné postupy jsou tak zaci nu-
ceni nejprve objevit samostatné a poté aplikovat pfi feSeni danych tkol.

Pfi provadéni dtikazi, Ze dané ¢tyfi body lezi na téZze kruznici (jsou kon-
cyklické) lze postupovat dvéma zdkladnimi (syntetickymi) cestami. Nej-
prve oba zakladni postupy popiSeme a déle ukazeme aplikace obou popsa-
nych metod pii feseni nékolika snazsich tloh.

Kvili zjednoduSeni tivah budeme (bez Gjmy na obecnosti) uvazovat
body A, B, C, D, které v tomto potadi tvofi vrcholy konvexniho ¢tyitahel-
niku.

Prvni zptisob feSeni dikazovych tloh daného typu se opird (ve troji
modifikaci) o zékladni vlastnosti obvodovych hli, popf. zndmé kriterium
pro tétivovy ctyruhelnik. Lze jej charakterizovat nasledujicimi znamymi
tvrzenimi, které zde nebudeme dokazovat. Dilkazy téchto tvrzeni je mozno
nalézt napt. v [1], [5].

Véta 1

Konvexnimu ¢tyfahelniku ABC D lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

|t ACB| = |< ADB]. (obr. 1)

Obr. 1

Véta 2a (kriterium tétivového ¢tyfuhelniku)

Konvexnimu ¢tyrahelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

X BAD| + [ DCB| = | ADC| + |XCBA| = 180°. (obr. 2a)
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Véta 2b

Konvexnimu ¢tyiuhelniku ABC D lze opsat kruznici, pravé kdyz velikost
vnitfniho Gthlu pti kterémkoliv jeho vrcholu je shodné s velikosti vedlejsiho
ahlu u vrcholu protéjsiho (obr. 2b).

Priklad 1

Necht ABCD je rovnoramenny lichobéznik se zékladnami AB a CD,
P necht znaéi prusec¢ik jeho tthlopticek a O stied kruznice jemu opsané.
Dokazte, ze body B, C, P, O lezi na téze kruznici.

Obr. 3

Reseni. Predpokladejme, Ze P # O. V opa¢ném piipadé je Feseni trividlni.
Dale predpoklddejme, ze body B, C, P, O tvoii v uvedeném potadi vrcholy
¢tyrihelniku stejné jako na obr. 3.

Predné si uvédomme, Ze body P a O lezi na spolecné ose zékladen AB,
CD rovnoramenného lichobé’niku ABCD a ze uhlopticky AC' a BD li-
chobézniku ABCD jsou shodné. V pfipadé ¢tyftuhelniku BCOP (vrcholy
¢tyttahelniku jsou po fadé body B, C, O, P) je mozno situaci fesit analo-
gicky. Jelikoz bod O je stiedem kruznice opsané uvazovanému lichobézniku
a |AC| = |BD|, jsou trojuhelniky AOC a DOB shodné (podle véty sss).
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Plati tedy [t PCO| = | PBO|. Podle véty 1 je tak ¢tyftahelnik BC PO
tétivovy (B, C, P, O lezi na téze kruznici).
Ptiklad 2

Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C', bod
M jako pata kolmice z vrcholu C na stranu ¢ a body K, L lezici po fadé na
strandch BC, C'A, pfi¢emz plati 2| BK| = |CK| a 2|CL| = |AL| (obr. 4).
Dokazte, ze body K, C, L a M lezi na téze kruznici.

C

A M B
Obr. 4

Reseni. Vzhledem k tomu, ze tisecka CM je kolm4 ke strané AB, plati
[XCBA| = [t ACM|, X BAC| = |xMCB|,

z ¢ehoZ vyplyvéa, Ze trojuhelniky CAM a BCM jsou podle véty uu po-
dobné.

Jelikoz body K a L déli po fadé strany BC' a C'A ve stejném poméru,
jsou také trojuhelniky MBK a MCL podobné. Plati tedy [XBMK| =
= |[XCMLJ|. Odtud plyne

90° = |[XxBMC| = [ BMK|+ [ KMC| =
=|XKMC|+|CML|=|xKML|.
Jelikoz
[XLCK|+ |XKML|=|XACB|+ S KML| = 180°,
body K, C, L, M lezi (podle véty 2a) na téze kruznici.

Jin€ reseni. Opét vyuzijeme skutecnosti, ze trojuhelnik M BK je podobny
trojuhelniku MCL (viz prvni FeSeni). Plati tudiz [<MLC| = |[X MK B|
(obr. 5).

S ohledem na vétu 2b je tak dokazano, ze body K, C, L, M lezi na téze
kruznici.
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A M B
Obr. 5
Dalsi zpisob provadéni dukazi, ze dané ¢tyfi body lezi na téze kruznici,
vyuzivd tzv. mocnosti bodu ke kruZnici, viz napt. [2]. Tento zpusob je
charakterizovan nasledujicimi dvéma znamymi tvrzenimi.

Véta 3a

Necht je dan konvexni ¢étyfuhelnik ABCD a predpoklddejme, Ze se
pifmky AB a CD protinaji v bodé M (obr. 6). Ctyithelniku ABCD lze
opsat kruznici, pravé kdyz plati |[MA|- |MB| = |MD]| - |MC)|.

Obr. 6
Véta 3b

Necht P je pruseéik uhlopticek konvexniho étyithelniku ABC'D (obr. 7).
Ctyithelniku ABCD lze opsat kruznici, pravé kdyz plati

\PA|-|PC| = |PB| - |PD|.
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Pozndmka. Véta 3b se vSak v praxi vyuziva predevsim pfi feSeni met-
rickych 1loh vychézejicich z umisténi ¢ty bodt na kruznici, nikoliv tedy
s cilem dokéazat koncykli¢nost ¢tyr boda.

Piiklad 3 (53. MO, A-III-5)

Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku BC' kruznice opsané
¢tverci ABCD. Ozna¢me K prusecik pifimek AL a C'D, M prusecik primek
AD a CL a N prusecik primek M K a BC. Dokazte, ze body B, L, M a
N lezi na téze kruznici.

Resent. Jelikoz tihlopiicka AC je priimérem kruznice opsané étverci ABCD,
je thel ALC pravy (podle Thaletovy véty). V trojuhelniku ACM tak tvofti
usecky AL a CD vysky a bod K je jejich prusecikem, tj. ortocentrem troj-
thelniku ACM. Ozna¢me P prusecik primek AC a M K. ProtoZe tsecka
M P prochéazi bodem K, je vyskou v trojuhelniku AC'M k jeho strané AC.
Odtud vyplyva, ze thel M PA je pravy (obr. 8).

M

D K C

-/
P
N
/7]
A B
Obr. 8

Piimka M K proting stranu BC' v jejim vnitfnim bodé N, nebot piimka
MK je rovnobézna s uhloptitkou BD (obé jsou kolmé na AC). Vzhledem
k tomu, ze thly NBA, APN, ADC a ALC jsou pravé, jsou podle Thale-
tovy véty ¢tytthelniky DK LM, APK D, ABN P tétivové. Bod C lezi vné
kruznic opsanych uvedenym c¢tyfuhelniktim, je mozné tak vyuzit vétu 3a.
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Plati tedy
|CM|-|CL| = |CD| - |CK],
|CD[-|CK| = |CA|-|CP|,
|CA|-|CP| =|CB|-|CN]|.

Odtud

|CM|-|CL| =|CD|-|CK| =[CA|-|CP|=|CB|-|CN]|,
|CM|-|CL| = |CB| - |CN].

Tim je podle véty 3a dokazano, ze body B, L, M a N jsou koncyklické.

Priklad 4 (60. MO, modifikace tlohy A-I-3)

Jsou dany kruznice k, ¢, které se protinaji v bodech A, B. Ozna¢me K,
L po tadé dotykové body jejich spole¢né tec¢ny zvolené tak, ze bod B je
vnitfnim bodem trojuhelniku AKL. Na kruznicich £ a ¢ zvolme po fadé
body N a M tak, aby bod A byl vnitinim bodem tsecky M N, kde M N
a KL jsou rtiznobézky (obr. 9). Dokazte, ze pokud pfimka M N je teénou
kruznice opsané trojuhelniku AKL, je ¢tyfahelnik K LM N tétivovy.

Obr. 9

340 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



Reseni. Oznaéme P priseéik piimek KL a MN. Jelikoz je bod P vné
kruznic k, ¢, plati

|PK|*=|PA|-|PN|,  |PL|* = |PA|-|PM]|,
coz je mozno prepsat do tvaru

|PK|? PA| = |PL|? (1)
|PN|’ - |PM[

[PA| =

Oznacme m kruznici opsanou trojuhelniku AK L. Je zfejmé, ze bod P lezi
vné této kruznice. Z predpokladu, ze pifimka M N je te¢nou kruznice m
(s bodem doteku A), vyplyva

|PA]? = |PK| - |PL]. (2)

Z rovnic (1) a (2) plyne

PK|?> |PL|?
PK|-|PL| = PA2:| .
IPK|-IPL| = |PAP = foo - (B
|PK|?> |PLJ? |PK|-|PL|
PK|-|PL| = . =|PK|-|PL|- ——————.
|PK]-|PL| PN[ | PM] |PK]-| ||PN‘,|PM|
Nutné pak
|PK]|-|PL| _
|PN|-|PM|

tedy |PK|-|PL| = |PN|-|PM|. Podle véty 3a tak body K, L, M, N lezi
na téze kruznici, ¢imz je dikaz ukoncen.

Dale uvadime nefesené tlohy s podobnou tematikou, které jsou urceny
zdjemclm o tuto problematiku.

Priklad 5
Ve ¢tverci ABC'D jsou zvoleny na stranach BC a C'D po fadé body L
a M tak, ze tthel LAM ma velikost 45°; thlopficka BD protina pfimku
AL v bodé K a pfimku AM v bodé N. Dokazte, ze body K, L, C;, M a
N lezi na téze kruznici.
[Uréete velikost thlu ANL ve ¢tyftahelniku ABLN.]
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Priklad 6

V roviné jsou dany dvé riizné polopiimky VX a VY. Na polopfimce VX
jsou dany body A, C, E, G (v tomto pofadi podle vzdalenosti od bodu V,
od nejblizsiho po nejvzdalenéjsi) a na polopfimce VY body B, D, F, H
(v tomto poradi podle vzdalenosti od bodu V', od nejblizsiho po nejvzda-
lengjsi), pficemz body A, B, C, D lezi na téze kruznici, body C, D, E, F
lezi na téze kruznici a body E, F', G, H lezi na téze kruznici. Dokazte, Ze
také body A, B, G, H lezi na téZze kruznici. [Pouzijte vétu 2b.)

Priklad 7

Necht ABC' je ostrouhly trojihelnik, O priiseéik jeho vysek a O’ bod
soumérné sdruzeny s bodem O podle osy AB. Dokazte, Ze body A, O', B
a C' lezi na téze kruznici. [Pouzijte vétu 1.]

Priklad 8

Necht ABC' je tupouhly trojuhelnik, O prusecik jeho vysek a O’ bod
soumérné sdruzeny s bodem O podle osy AB. Dokazte, Ze body A, O', B
a C lezi na téze kruznici. [Uvazte velikost thlu CO'B.]

Priklad 9
Bud ABCD konvexni ¢tyfthelnik s navzijem kolmymi thlopfickami,
které se protinaji v bodé O. Dokazte, %e kolmé pruméty A’, B’, C’, D’
bodu O po fadé na tsecky AB, BC, CD a DA lezi na téze kruznici.
[Dokazte, ze ¢tyithelnik AA'OD’ je tétivovy a déle uzijte vétu 1.]

Priklad 10

Bud ABCD tétivovy ¢étyfahelnik. Necht jsou Iy, I stfedy kruZnic ve-
psanych po fadé trojuhelnikim ABC a ABD. Dokazte, ze také ¢tyituhelnik
ABI4 15 je tétivovy. [Uréete velikosti thlt A1 B a AI;B.]

Priklad 11
Je dan trojuhelnik ABC, kruZnice k opsana trojuhelniku ABC a prii-
sec¢ik T tecen vedenych ke kruznici k body A, B. P¥imka rovnobézna s AC
a prochézejici bodem T protinad tusecku BC v bodé D. Dokazte, ze body
B, D, A a T lezi na téze kruZnici.
[Vezméte v Gvahu rtizné vzajemné polohy piimek TC a AB.]
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uverejnovani uloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické dlohy. V tomto ¢isle uvadime zadéani dalsi dvojici tloh. Jejich fe-
Seni muzete zaslat nejpozdéji do 20. 1. 2016 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze v8ak v TEXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfi@Qupol.cz.

Uloha 219

Cela cisla k, n splnuji nerovnost

. k(k+1?))(k+2)

Dokazte, ze pokud k > 3, lze ¢islo n lze zapsat ve tvaru sou¢tu k navza-
jem ruznych celych kladnych ¢isel, pficemz nejmensi z nich je sudé, druhé
nejmensi je nasobkem t¥i, tfeti nejmensi nasobkem ¢tyr atd., az nejvétsi
z k sCitancl je nasobkem k + 1. Plati stejny zavér i v pripadé k = 27
Jaromir Simsa
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