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V bézném zivoté se Casto setkdvame se situacemi, kdy je sledovany
soubor danych objektt rozdélen podle urcitych hledisek do skupin. V ta-
kovychto pfipadech hovotime o klasifikaci (nebo také tridént) objektt do
trid podle uréenych kritérii.

Chystame-li se napfiklad na dovolenou k mofi a hleddme-li ubytovani
v hotelu, je pro nas dulezitd informace, zda hotel je ohodnocen tiemi,
¢tyfmi ¢i vice hvézdickami (kritériem je troven sluzeb hotelu). Déle sledu-
jeme, zda je hotel pfimo na plazi, ¢i napriklad do vzdalenosti 100 metra
od pléaZe nebo jesté déle (kritériem je vzdédlenost hotelu od plazZe).

Zaci v dané gkole mohou byt roztiidéni do skupin naptiklad podle po-
hlavi, podle mésice narozeni, podle znamky z matematiky na poslednim
vysvédéeni apod. Klasifikace objektti do t¥id se objevuje rovnéz ve védnich
oborech. Napiiklad v mediciné je pro lékaie dulezita informace o krevni
skupiné pacienta (A, B, O, AB); stejny soubor pacientii mize lékaf také
rozdélit podle onemocnéni diabetem (pacient nemé diabetes, ma diabetes
1. typu, méa diabetes II. typu).

Pri kazdé klasifikaci objekti do tfid se jednd vzdy o roztiidéni prvki
néjaké mnoziny podle zvoleného kritéria do podmnozin, které jsou po dvou
disjunktni, tj. kazdé dvé maji prazdny prinik. Jednu a tu samou mnozinu
prvkia mazeme klasifikovat podle riznych kritérii, jako tomu bylo v pripadé
hotelu, zaka ¢i pacienta.

Ve skolské matematice zavadime fadu pojmi z riznych tematickych ob-
lasti. Podstatné je, abychom nezkoumali jednotlivé pojmy izolované, ale
abychom hledali co nejvice vzajemnych vazeb mezi nimi, abychom vy-
tvareli ucelené struktury pojmi. A to pravé klasifikace umoznuje. TTidéni
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pojmu obvykle realizujeme tehdy, kdy jiz mame probranou pfislusnou par-
tii uéiva a v ramci procvicovani nebo opakovani upeviujeme vzajemné
vazby mezi pojmy.

V tomto ¢lanku se zamérime na klasifikaci rovnobéznikl a jeji vyznam
pro hlubsi pochopeni samotného pojmu i jeho jednotlivych specidlnich
pfipadt. Pfitom se naskytne i fada moznosti k detailnéjsimu poznévani
¢tyrihelnikt, které nejsou rovnobézniky. Nase tivahy jsou vedeny tak, aby
predlozené postupy bylo mozné vyuzit pfi praci se zaky druhého stupné
zékladni skoly a odpovidajicich ro¢nikt viceletého gymnéazia. Mira vyuziti
zavisi na urovni zaku i na ¢asovych moznostech.

Klasifikace rovnobéZniku

Rovnobézniky lze klasifikovat podle rtznych kritérii. Zakladni tvaha
pri klasifikaci vychézi z toho, Zze danou mnoZinu rozlozime na podmnozinu
a jeji doplnék (jde o tzv. dichotomické tfidéni).

Na obr. 1 je zachycena klasifikace, kdy mnoZinu vSech rovnobézniku
v roviné rozlozime nejdfive podle kritéria existence aspon jednoho vnitr-
nitho pravého ihlu (podmnozina Pravothelniky a jeji doplnék —Pravotihel-
niky, tj. Kosothelniky). Vytvorené t¥idy déle rozloZime podle druhého kri-
téria kolmost uhlopticek (v piipadé Pravouhelniki jde o rozklad na pod-
mnozinu Ctverce a jeji doplnék —Ctverce, tj. Obdélniky; obdobné rozlozime
tiidu Kosothelniky).

Rovnobézniky
/ \ existence aspon jednoho
Pravouhelniky Kosotuhelniky vnitiniho pravého thlu

/SN /N

Ctverce  Obdélniky Kosoctverce —Kosodélniky Fkolmost ihlopricek
Obr. 1

Jiny mozny zpusob klasifikace rovnobézniki je zachycen na obr. 2, kde
oproti situaci na obr. 1 je zaménéno potadi kritérii.
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Rovnobézniky

O\

Ctverce, kosoctverce Obdélniky, kosodélniky

/SN /N

Ctverce Kosoctverce Obdélntky  Kosodélniky

kolmost thlopricek

existence aspon jednoho
vnitiniho pravého thlu

Obr. 2

Tiidéni pojm mizeme znazornovat také s vyuzitim Vennovych dia-
gramu. Vratime-li se ke klasifikaci na obr. 1, situaci po uziti prvniho krité-
ria (existence aspori jednoho vnitiniho pravého thlu) zachycuje obr. 3a, po
pfidani druhého kritéria (kolmost thlopficek) ziskdme situaci na obr. 3b.

Rovnobezniky Rovnobézniky

(','/,/‘z/ pravé (,'/1/,1/ pravé (t'/llopi‘ii’]vvz/ kolmé

Pravothelniky

Kosothelniky

Obdélniky

Kosoctverce

Kosodélniky

Obr. 3a Obr. 3b

Dalsi mozné tiidéni rovnobéznikd ukazuji obr. 4a a obr. 4b, kde prvnim
kritériem je shodnost délek vsech stran, druhym shodnost délek uhlopricek.

Rovnobézniky

Strany shodné

Ctverce

Kosoctverce

Obdélniky

Kosodélniky

Rovnobézniky

Obr. 4a
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Kosodélniky

Obr. 4b



Tabulka vlastnosti rovnobé&zniktu poprvé

K prohloubeni poznatkti o rovnobéznicich mutize ptrispét zkouméni, zda
dany typ rovnobézniku mé ¢i nemé danou vlastnost. Na zakladni Skole
obvykle zavadime rovnobéznik jako ctyrihelnik, jehoZ kazZdé dvé protéjsi
strany jsou navzdjem rovnobézné.

V tab. 1 jsou v zéhlavi uvedeny vSechny ¢tyfi pfipady rovnobézniki
a ve druhém sloupci je vycet jejich moznych vlastnosti ocislovanych 1 az
12 (vlastnost 1 je pouzita v definici rovnobézniku). Do kazdého Fadku a
sloupce se zaznamendva plus (4) ¢ minus (—) podle toho, zda p¥islusny
rovnobéznik m4 ¢ nemd danou vlastnost (tab. 1 je jiz vyplnéna).

. v a 4
Vlastnost Ctverec obdélnik | kosoctverec | kosodélnik
I
3 i(hzz;inéédvé sousedni strany jsou + _ + _
4 | VSechny vnitini uhly jsou pravé + + — -
5 | Kazdé dva protéjsi uhly jsou shodné + + + +
6 l(h;:)i;néédva sousedni thly jsou + + _ _
A B B B
8 | Uhlopiicky se pali + + + +
9 | Unhlopficky jsou k sobé& kolmé + — + —
10 | Uhlopticky maji stejnou délku + + — —
1 uU}?ll;pﬁéky pali prislugné vnitini + _ + _
e R S I S
Tab. 1

Na zékladé tab. 1 lze fesit dalsi ulohy, které jsou zajimavéjsi a které
ukazuji rtizné moznosti vyuziti klasifikace ke zjistovani novych vazeb mezi
rovnobézniky, a dokonce i k objevovdni novych dosud nezarazenych ob-
jekta.

324 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



Tabulka vlastnosti rovnobéznikt podruhé

Jak jiz bylo uvedeno, ve $kolské matematice je rovnobéznik definovan
jako ¢tyrahelnik, jehoz kazZdée dvé protéjsi strany jsou navzdjem rovnobézné
(vlastnost 1 v tab. 1). Z tab. 1 je zfejmé, Ze vlastnosti 2, 5, 7, 8 a 12 maji
v8echny rovnobézniky (zde jsou totiz uvedeny pouze symboly +). Tato sku-
tecnost se vétsinou zakum predklada pomoci nazornych obrazku; pfitom
exaktni zdivodnéni neni nijak narocné a podle naseho nazoru je uzitecné.
Jde o vhodnou pfilezitost procviéit jiz diive osvojené poznatky (vlastnosti
souhlasnych a stfidavych hl, pojem pfimého thlu, véty o shodnosti troj-
thelnik®). Soucasné se zaci u¢i na matematicky jednoduchych piikladech
své uvahy zdavodnovat. V nasledujici ¢asti se budeme vénovat zdtivodnéni
tvrzeni platnych pro libovolny rovnobéznik, ktera vyplyvaji z uvedené de-
finice rovnobézniku.

Kazdé dvé protéjsi strany rovnobéziniku maji shodnou délku (vlastnost 2
v tab. 1).

Na obr. 5 jsou dvé dvojice rovnobézek p, g a r, s, které vymezuji rovno-
béznik ABCD a jeho thlopiicku AC. Z rovnobéZnosti pfimek p, ¢ plyne
shodnost stfidavych uhlt oznacenych jako «;. Obdobné na obr. 6 z rov-
nobéznosti ptimek r, s vyplyva shodnost stfidavych hld oznacenych jako
as. Trojuhelniky AC'D a C'AB mayji spole¢nou stranu AC; s vyuzitim po-
znatk o thlech aq, as jsou proto trojuhelniky shodné podle véty usu.
Odtud uz plyne shodnost délek protéjsich stran AB a C'D, rovnéz AD a

CB.
B R & E,
<</
P
Al = /B *a Al /B Y

Obr. 5 Obr. 6

V kazdém rovnobéziniku jsou protéjsi dhly shodné (vlastnost 5 v tab. 1).

Ze shodnosti trojuhelniki ACD a CAB plyne, ze uhly CDA a ABC
jsou shodné (obr. 7). Na zékladé obr. 5 a obr. 6 je patrné, Ze jsou shodné
uhly DAB a BCD. Odtud jiz ziskdme platnost daného tvrzeni (obr. 8).
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Al /B *
Obr. 7 Obr. 8

Soucet velikosti kaZdych dvou sousednich uhli rovnobéZniku je 180° (viast-
nost 7 v tab. 1)

7 rovnobéznosti pfimek r, s na obr. 9 plyne, Ze souhlasné thly BAD
a FBC jsou shodné. Obdobné z rovnobéznosti primek r, s je ziejmé, ze
souhlasné thly DAFE a CBA jsou také shodné. Vyznacené tuhly «, 5 jsou
uhly vedlejsi, a jejich soucet je proto 180°.

o £,

Ef B[« B [a . F
Al /B "4
Obr. 9

V kazdém rovnobéziniku se uhlopricky puli (vlastnost 8 v tab. 1).

Ze shodnosti dvojic stfidavych thli oznacenych postupné jako aq, as,
B1, B2 (obr. 10) a ze shodnosti protéjsich stran rovnobézniku plyne, Ze
trojuhelniky ABS a C'DS jsou shodné podle véty usu. Na zakladé ob-
dobné tvahy jsou také shodné trojuhelniky BC'S a DAS dle véty usu. Ze
shodnosti odpovidajicich si stran v téchto trojuhelnicich plyne, ze bod S
je stfedem obou tuhlopficek, a thlopricky se tedy puli.

ol L,
b P
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Kazdd uhlopricka déli rovnobéznik na dva shodné trojuhelniky (vlastnost
12 v tab. 1).

7 adaju na obr. 10 je zfejmé, ze kazd4a thlopficka ptli rovnobéznik na
dva shodné trojuhelniky ACD a CAB, resp. DAB a BCD.

Yv_#

Tabulka vlastnosti rovnobé&Zzniku potreti

V predchéazejici ¢asti jsme na zdkladé definice rovnobézniku odvodili
pét tvrzeni o jeho vlastnostech. Vime uz napfiklad, ze kazdé dvé pro-
téjsi strany rovnobézniku maji shodnou délku. Vznikéd otézka, zda plati
uvedené tvrzeni také obracené: Maji-li v ctyruhelniku kaZdé dvé protéjsi
strany shodnou délku, potom se jednd o rovnobéznik.

Na obr. 11 je zobrazena vychozi situace, kde v nacrtnutém ¢tyrahelniku
jsou proté&jsi strany shodné a je zde navic dokreslena tihlopticka AC. Vy-
znacené trojuhelniky AC'D a C'AB jsou shodné dle véty sss. Odpovidajici
thly lezici v trojuhelnicich pfi strané AC jsou stiidavé a ze shodnosti troj-
thelniki plyne, ze jsou shodné (obr. 12). Odtud dostavame, ze strany AB
a CD a stejné i strany BC a AD ¢&tyfahelniku ABCD jsou rovnobézné.
Ctytihelnik ABCD je tedy rovnobéznik, a tim je tvrzeni dokazano. K di-
kazu tohoto tvrzeni muzeme vyuzit také obr. 13, kde ¢tyfuhelnik ABCD
je rozdélen na dva shodné trojuhelniky pomoci thlopticky BD.

2 - C

Obr. 11 Obr. 12 Obr. 13

Rovnobéznik mizeme také definovat jako ¢tyruhelnik, ve kterém maji
kazdé dvé protéjsi strany shodnou délku (vlastnost 2). K obdobnym zavé-
rim bychom dospéli i v pfipadech souvisejicich s vlastnostmi 5, 7, 8 a 12:

Kazdy ctyrihelnik, ve kterém plati néekterd z vlastnosti

— vechny protéjsi uhly jsou shodné,

- soucet velikosti kaZdych dvou sousednich uhli je 180°,

— uhlopricky se puli,

— kazdd uhlopricka déli ctyriuhelnik na dva shodné trojuhelniky
je rovnobéznik.
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Odtud plyne, Ze rovnobéznik lze definovat nejen pomoci rovnobéznosti
nebo shodnosti protéjsich stran, ale také kazdou z vlastnosti 5, 7, 8 a 12.

Tabulka vlastnosti rovnobé&znikt poétvrté

V tab. 1 si nyni vSimneme radkd 3, 4, 6, 9, 10 a 11, ve kterych se
vyskytuji symboly + i —. Budeme zkoumat, zda existuji ¢tyithelniky, které
nejsou rovnobéZniky a pritom maji n€kterou z téchto vlastnosti. Zamétime
se nejprve na vlastnosti uvedené v fadcich 3, 4, 6 a 11.

Eristuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ kazZdé dvé sousedni
strany jsou shodné?

Ze shodnosti kazdych dvou sousednich stran plyne shodnost vSech ¢tyt
stran ¢tyifthelniku. V predchozi casti jsme ukézali, ze jiz ze shodnosti
protéjsich stran ¢tyiiahelniku plyne, Ze jde o rovnobéznik.

Ezistuje ctyruhelnik, ktery nent rovnobéznikem a jehoZ vsechny vnitrni uhly
jsou pravé?

7 predpokladu, ze vSechny vnitini thly jsou pravé, plyne, Ze protéjsi
thly jsou shodné. V predchozi casti jsme vysvétlili, Ze jiz ze shodnosti
protéjsich tthla ¢tyrahelniku plyne, ze jde o rovnobéznik.

Ezistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ kazdé dva sousedni
whly jsou shodné?

Jsou-li sousedni thly shodné, potom jsou vSechny tihly shodné, a proto
i protéjsi tthly jsou shodné. Jde tedy o rovnobéznik.

Ezxistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ uhlopricky puli pri-
slusné vnitini uhly?

Nacrtneme si ¢tyfthelnik ABC D, jehoz thlopticky puli vnitini thly
(obr. 14). Soucet velikosti vnitfnich Ghld v trojuhelnicich ABC i ACD je
180°, a proto plati a; + 281 + as = a1 + 282 + a3. Jednoduchou upravou
ziskané rovnosti dospé&jeme ke vztahu 8, = B3. Obdobné bychom dospéli
pfi vyuziti trojuhelnikit ABD a BCD, 7e a; = as. Z uvedeného plyne, Ze
kazdé dva protéjsi ihly jsou shodné (obr. 15), proto jde o rovnobéznik.

Ukézali jsme, ze ¢tytuhelnik s kteroukoliv vlastnosti 3, 4, 6 a 11 je vzdy
rovnobéznik.

Zbyvaji vlastnosti 9 a 10, pro které provérime, zda je maji i jiné Ctyi-
thelniky nez rovnobézniky.
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Obr. 14 Obr. 15

Ezxistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ uhlopricky jsou
k sobé kolme?

V pripadé hledani ctyttuhelniki, které maji kolmé uhlopticky, lze v pro-
gramu GeoGebra tyto thlopticky sestrojit a zménou polohy jejich krajnich
bodu (pfi zachovéni kolmosti thlop¥Ficek) postupné objevovat rizné pii-
pady ¢tyfahelnikii (obr. 16). Ve specidlnim piipadé dospéjeme k deltoidu
(obr. 17).

Obr. 16 Obr. 17

vy o 5%

Ezistuje ctyruhelnik, ktery neni rovnobéznikem a jehoZ uhlopricky magji
shodnou délku?

Obdobné jako v pfedchozim pfipadé mizeme v GeoGebie zadat stejné
dlouhé a protinajici se tisecky—thlopricky, napt. délky 5 cm. Krajni body
téchto dvou tisecek urcuji vrcholy ¢tytthelniku. Zménou polohy krajnich
bodt sestrojenych usecek ziskdme rtzné obecné EtyFuhelniky (obr. 18).
Jako specialni pfipad obdrzime rovnoramenny lichobéznik (obr. 19).

7 =

Obr. 18 Obr. 19
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Tabulka vlastnosti rovnobézniku popaté

Mtizeme se opét vratit k tab. 1, kde v fadku 1 je uvedena vlastnost-
kritérium kazdé dvé protejsi strany jsou navzdjem rovnobézné. Muzeme se
ptat, které c¢tyruhelniky tuto vlastnost nemaji. Postupné tak dospéjeme
k rozkladu mnoziny vsech ¢tyrihelnikt podle po¢tu dvojic rovnobéznych
stran (obr. 20).

Ctyrihelniky

ruznobézniky

rovnobézniky

lichobézniky

Obr. 20

Obdobné mizeme provadét klasifikace ¢tyrahelniki ,,zeslabovanim* pod-
minek, naptiklad v fadku 4 tab. 1: vSechny vnitini uhly jsou pravé — dosta-
vame pravouhelniky, 7% vnitrni dhly jsou pravé — jde o prazdnou mnozinu,
dva vnittni uhly jsou pravé — jde nap¥. o pravouhlé lichobézniky a nékteré
deltoidy, jeden vnitrni uhel pravy — napt. nékteré deltoidy a nékteré dalsi
rtznobézniky, Zadny uhel pravy — napt. kosotihelniky, obecné lichobézniky,
rovnoramenné lichobézniky a nékteré deltoidy.

Podstatné je, aby zaci pfi probirani ¢tyfthelnikd byli vedeni k aktivni
praci, aby experimentovali, vytvareli sami pfislusné hypotézy o vlastnos-
tech ¢tyithelnikt, zddvodnovali je a uzivali ziskané poznatky. V uvede-
ném tématu doporucujeme pii modelovani riiznych situaci vyuzit program
GeoGebra. Pokud neni k dispozici, mohou zaci ¢rtat obrazky a pouzivat
k modelovani ¢tyfthelnikd Spejle nebo tuzky.
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