Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tloh tradiéni rubriky Zajimavé matema-
tické tlohy. V tomto ¢isle uvaddime zadani dalsi dvojici tloh. Jejich te-
Seni muzete zaslat nejpozdéji do 20. 9. 2015 na adresu: Redakce ¢asopisu
MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou
(pouze vSak v TpXovskych verzich, pfip. v MS Wordu) na emailovou ad-
resu: mfiQupol.cz. Zajimava a originalni feseni tloh radi uvefejnime.
Uloha 215

Urcete vSechny dvojice (a,b) redlnych ¢&isel, pro které mé rovnice
3 2 _
x> +ax®+bxr+ab=0

kotfeny —a, —b a —ab.
Jaroslav Svréek
Uloha 216
Uvazujme pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym uhlem pii vrcholu
C. Necht déle ACP a BCQ jsou pravouhlé rovnoramenné trojuhelniky
s pravymi uhly pfi vrcholech P and @ sestrojené vné trojuhelniku ABC.
Ozna¢me F' patu vysky z vrcholu C na stranu AB a D, E po fadé priise-
¢iky pfimek AC a PF, resp. BC a QF. Dokazte, ze |DC| = |EC)|.
Gottfried Perz
Dale uvadime feseni tloh 211 a 212, jejichz zadani byla zvefejnéna v prv-
nim éisle letosniho (24.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 211

Dokazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n nabyva vyraz

2 2
5 (M +11 3n® +13
n< 12 )+n(2

celociselnou hodnotu.

Stanislav Trdvnicek
Resent. Nejprve ukazeme, Ze pro vSechna prirozena cisla n je

n(n+1)(n+2)(n+ 3)
15 (1)
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prirozené ¢islo. V Citateli je soucin ¢tyf po sobé jdoucich ¢isel, aspon jedno
je délitelné ¢tyimi a tedy citatel (1) délitelny 4. Stejnou tvahou ukéZzeme,
Ze je soucCasné délitelny i tfemi a proto je délitelny i 12, coz jsme chtéli
ukdzat. Celodiselnost vyrazu (1) lze dokdzat také pomoci kombina¢niho
Cisla. Vyraz (1) zapiSeme jako 2("13), coZ je zfejmé prirozené ¢islo, nebot
kazdé kombinacni ¢islo je pfirozené.
Daéle snadno ovéfime, ze
nz(nQ—l—ll) n<3n2+13> n(n+1)(n+2)(n+3)

_ 3
® 5 = o +(n3+6n). (2)

Protoze vyraz na pravé strané (2) je pro vSechna pfirozend ¢&isla n podle
predchoziho odstavce pfirozené ¢islo, je prirozenym ¢islem i vyraz na levé
strané, coz jsme méli ukazat.

Spravna feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH
Ziirich.

Uloha 212

Kruzmice k(S;r = |SA|) a l(A;s) se protinaji v bodech P a @ (P # Q).
Necht pro bod M kruznice k (P # M # @) ptimka PM protind kruZnici [
v bodé R # P. Pomoci podilu r/s vyjadiete soucet kosini vnitfnich Ghlt
trojuhelniku MQR.

Sdrka Gergelitsovd

Resenid. Piedpokladejme, Ze bod M lezi na oblouku PQ kruznice k, ktery
neobsahuje bod A a bod R neni bodem tsecky M P (obr. 1). Oznaéme
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velikost stfedového tthlu PAQ kruznice [ jako 2a. Velikost jemu odpovi-
dajiciho obvodového tthlu PRQ je pak rovna «. Ctyithelnik AQMP je
tétivovy, velikost thlu PMQ tak je 180° — 2a a proto zbyvajici vnitini
thel MQR trojihelniku M QR ma velikost a.

V ptipadé, Zze bod R je bodem tsecky M P (obr. 2) je velikost obvodo-
vého thlu PRQ proti stfedovému tthlu PAQ rovna 180° — «, tedy velikost
thlu M RQ je « a stejné jako v predchéazejicim pfipadé dopocitame vnitini
uhly trojihelniku M QR. Konecéné v pfipad€, ze bod M je bodem oblouku
PQ kruznice k obsahujiciho bod A (obr. 3) obdobné& dospé&jeme ke stej-
nym velikostem vnitinich thla trojuhelniku M Q) R. Soucet kosint vnitinich
uhlt trojuhelniku M QR tak je

cos a + cos & + cos(180° — 2ar) =

=2cosa+ (1 —2cos*a) =1+ 2cosa — 2cos? a. (3)
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Trojtahelnik ASP je rovnoramenny. Jeho ramena AS a S P maji délku r,
zékladna AP délku s a velikost vnitiniho thlu pii vrcholu A je a. UZitim
kosinové véty pro tento trojihelnik dostaneme

_|APP +|AS?—|SP? 1

cos e 2. [AP[-]AS] 2

w3 =

Dosazenim do vztahu (3) za cos « tak dostaneme souéet kosinii vnitfnich
Uhld trojihelniku M QR jako funkci podilu %

1 1 1

T2
- 0)

Spravné feseni zaslali Karol Gajdo$ z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk z ETH

Ziirich.
Pavel Caldbek

* ko ok ok ok

Obrazek ke zpravé na s. 236. Spole¢né foto vitézu celostatniho kola kategorie A 56. roc¢-
niku Fyzikdlni olympiady ve $kolnim roce 2014/2015 ((© Archiv JU)

188 Matematika — fyzika — informatika 24 2015



