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Studenti, ktefi znaji geogebru a maji zvidavou az dobrodruznou po-
vahu, tu dostavaji podnét ke zkoumani nové neznamé planety, na niz je
néco stejného jako na Zemi a néco zase uplné jiného, a mohou postupné
poznavat jeji zékonitosti a chovani.

Uvod

Klasicky model Eukleidovské roviny je vSeobecné znamy, je obsahem
vyuky planimetrie na nas$ich $kolach; rovinu s touto planimetrii oznac¢ime
déle rovina Es. V nasi pfedstavé je bod nekonec¢né malé tecka a pfimka je
rovné nekonecné dlouhd ¢ara nulové tloustky. Z nich pak tvorime dalsi pla-
nimetrické objekty. Pfitom si uvédomime, ze napt. kazda piimka existuje
pouze v nasi mysli a tuzkou na papiru ji pouze neiplné modelujeme, ta
nase ¢ara tuzkou je snad rovna, ale je jen kratka a mé také svou nenulovou
sirku.

Avsak co si néjak predstavit nedovedeme, je pravé to nekonec¢no. Proto si
pomahame néhradni pfedstavou, napriklad ze kazda pfimka smétruje k ja-
kémusi nevlastnimu bodu (bodu v nekonecénu) a pfitom vSechny p¥imky
vzéjemné rovnobézné sméfuji k témuz nevlastnimu bodu (viz ubéznik
v perspektivé). VSechny nevlastni body roviny pak vypliuji nekonecéné
vzdalenou nevlastni primku, kterd jakoby lezela kolem dokola této roviny.

Geometrické modely Eukleidovské geometrie na zakladé axiomdt, jak
je vyjadril D. Hilbert, vSak mohou byt i jiné, nez je ten nas skolni FEs,
pfipomenme jen dva z nich: model Beltrami—Kleintiv a model Poincarého.
Oba jmenované modely maji spolecné to, Ze pojem rovina je modelovan
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jako kruh. V tomto ¢lanku pfedvedeme jesté jiny (snad docela zajimavy)
kruhovy model roviny (T-model, coZ je tim vstupem na neznadmou planetu)
a rovinu s T-modelem nazveme rovina T5. Hned na pocatku lze doporudit,
abyste si otevieli geogebru a vSechno, s ¢im se setkate dale, si sami hned
vyzkouseli prakticky.

Uvodni pojmy

V roviné F5 zvolme kruh K o stfedu C a o libovolném poloméru r —
ten dale nebude hrat Zadnou roli. Rovinou Ty rozumime vnitiek kruhu K.
V roviné T mame body roviny — jsou to body uvniti K, pfitom C na-
zveme centrdlni bod. Kazdou tsecku, ktera je primérem kruhu K, nazveme
centrdlng primka roviny, kazdou dvojici [U, U’] koncovych bodl centralni
primky nazveme nevlastni bod roviny, mnozinou vSech nevlastnich bodu
(tj. kruznice z) je nevlastni piimka roviny To.

Obr. 1 Model roviny 7>  Obr. 2 Centralni pfimka a nevlastni bod

Kazdy oblouk kruznice, ktery puli kruznici z, nazveme primka roviny
T3, nékdy pro srozumitelnost fekneme T'-primka (také centralni pfimky
patii mezi T-piimky). Pojmy dsecka a polopfimka jsou pak také jisté sro-
zumitelné. Dvé primky v Ts povazujeme za rovnobézné, prochéazeji-li tymz
nevlastnim bodem. Kazda pfimka v roviné 75 je tedy rovnobézna s néjakou
centralni primkou, kterou nazveme prislusnd centralni primka. Dokonce je
ucelné, ke kazdé piimce si vidy soucasné zobrazit i pfislusnou centralni
pfimku; dale uvidime, jak to usnadnuje reseni tloh.

Centralni bod C si mizeme ptedstavit jako bod, ,kde se pravé nacha-
zime“, a proto se ndm jevi pfimky jdouci pfes centralni bod (tj. centralni
piimky) jako ,rovné“ a také thly s vrcholem C se nam jevi ve stejné
velikosti jako v roviné Fs. Za odchylku (dhel) dvou p¥imek v roviné Th
povaZzujeme odchylku (tihel) jejich pfislusnych centralnich pfimek. Odsud
plyne také realizace kolmosti v roviné 75.
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Obr. 3 Bod na pfimce Obr. 4 Soustava rovnobézek
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Obr. 5 Uhel dvou pifmek Obr. 6 Kolmé piimky

Z postaveni centralniho bodu dale logicky vyplyva, a tak to v roviné
T5 bereme, ze kdyz se vzdalujeme od bodu C, roste vzdalenost od C ve
vSech smérech stejné. Lze tedy zavést pojem centrdlni kruZnice, ktera se
nam skutecné jevi jako kruznice, a ma i svou zakladni vlastnost, ze je to
mnozina v8ech bodi roviny T» stejné vzdalenych od stfedu (od bodu C).

N

Obr. 7 Centralni kruznice Obr. 8 Stfedova soumérnost boda

V souvislosti s centralni kruznici si jesté uvedme, Ze v roviné To miizeme
pracovat se stfedovou soumérnosti se stfedem C, s osovou soumérnosti,
v niz osou soumérnosti je centralni primka, a s oto¢enim se stfedem C'.

Matematika — fyzika — informatika 24 2015 141



K vytvareni obrazk zde vyuzivime moznosti geogebry a proto pro
potfebné konstrukce v roviné 75 neni tfeba pouzivat prostifedky pro praci
v roviné E5. Vsechny konstrukce budeme provadét v roviné T, coz uz
v nésledujicich tlohéch nebudeme pfipominat.

Uloha 1
Danym bodem M vedte rovnobézku ¢ s danou pfimkou p.

Uloha 2
7 daného bodu M spustte kolmici k£ k dané piimce p.

Poznamka. V obrazcich k feseni tiloh nebudeme oznacovat kazdy element
roviny T, abychom nedostali nepfehledné obrazky, ale vyznac¢ime jen ty,
které je tfeba pro srozumitelny popis feseni.

K dloze 1: Primka ¢ prochézi bodem M a stejnym nevlastnim bodem
[U,U’] jako ptimka p. P¥imku ¢ tedy sestrojime jako oblouk kruznice pro-
chézejici body U, M, U’.

K dloze 2: K centralni piimce UCU’ piislusné k T-pfimce p sestrojime
kolmou centralni pfimku VOV a ta je pfislusnd k hledané kolmici q. Opét
jde o oblouk kruznice, kterd prochdzi tiemi danymi body V, M, V.

Obr. 9 Zadéni k tlohédm 1 a 2

Obr. 10 Reseni tlohy 1 Obr. 11 Reseni tilohy 2
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Uloha 3
Body A, B lezi na téze centralni kruznici. Sestrojte osu o tthlu ACB.

Uloha 4
Body A, B lezi na téze centralni kruznici. Sestrojte tsecku AB a jeji
stfed S.

K dloze 3: Sestrojime ramena thlu, tj. polopiimky C A, CB. Uhel ACB
v roviné Tb ma stejnou velikost jako v roviné FEs, takze i osu o uhlu
ACB dostaneme stejné (tj. rozptlenim thlu), jako v Fs; osou je centralni
primka o.

K 1loze 4: Osa thlu ACB je soucasné osou usecky AB, tedy tsecka AB
je kolma na osu o. Centrdlni pfimka pfislusna k pfimce AB je tedy kol-
mice k ose prochézejici bodem C. Usecku AB v roviné T, tak dostaneme
jako ¢ast kruhového oblouk prochéazejiciho piislusnym nevlastnim bodem
a body A, B. Stiedem S tsecky AB je pak prusecik tisecky s osou o.

Obr. 12 Zadéani k tloham 3 a 4

Obr. 13 Reseni tlohy 3 Obr. 14 Reseni ulohy 4
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Uloha 5
Body A, B lezi na téze centralni kruznici. Sestrojte rovnostranny troj-
thelnik ABE.

K 1loze 5: Piimka AB rozdéluje rovinu 75 na dvé poloroviny, v kazdé
z nich ma danda tloha jedno fesSeni. Jelikoz vnit¥ni thly rovnostranného
trojihelniku jsou 60°, jsou centralni pfimky stran trojuhelniku navzajem
otoCené pravé o 60° a k nim uz potfebné piimky AB, AE, BE lehce
sestrojime (dloha 1). Nakonec byl v obrazcich upraven styl ¢ar.

Obr. 12 Zadani tlohy 5

Obr. 16 Prvni feseni ulohy 5 Obr. 17 Druhe feseni ulohy 5

Uloha 6
Na centralni pfimce jsou dany body A, B. Sestrojte osu o tsecky AB a
jeji stied S.

K dloze 6: Sestrojime rovnoramenny trojuhelnik ABR se zdkladnou AB.
Zvolime libovolné a stejné tahly pfi zakladné trojahelniku, tedy sestrojime
centrélni pfimky 1 a 2, které s centralni piimkou UCU’ sviraji tyz thel.
Pak body A, resp. B, vedeme s témito centrdlnimi pfimkami 1 a 2 rov-
nobézky; na nich lezi strany AR, BR trojuhelniku a jejich prusecikem je
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pravé bod R. Timto bodem vedeme kolmici k AB (tiloha 2), coz je hledana
osa o. Jejim prusecikem s tseckou AB je stied S usecky.

Obr. 18 Zadani ulohy 6 Obr. 19 Reseni tilohy 6

Uloha 7
Jsou dény body A, B, sestrojte pfimku AB.

K dloze 7: 'V 1loze 4 byl feSen zvlastni pfipad, kdy oba zadané body lezi na
téZe centrdlni kruznici. Necht tedy body A, B nelezi ani na téZe centralni
kruznici, ani na téze centralni primce.

Obr. 20 Zadéani alohy 7 Obr. 21 Analyza feSeni tlohy 7

Hlavni myslenkou feSeni je ziskat centralni primku, kterda ma stejny
smér jako hledand pfimka p = AB. Na obr. 21 je v E5 sestrojeno: bod A’
soumérné sdruzeny s bodem A podle stiedu C), takze |AC| = |CA'|;
centrélni piimky CA, CB, bodem A’ rovnobézka s CB, bodem B rov-
nobézka s C'A s priiseCikem P (ukdzeme, ze CP je hledanou centralni
pfimkou). Plati

|BC| = |PA'| a |SACB|=|QCAP)
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tedy trojuhelniky ACB, CA’P jsou shodné podle véty sus; proto plati
|XBAC| = |t PCA’|. Z této rovnosti uhlt pak plyne AB || C'P. V8echny
uvedené konstrukce jsou postupné realizovatelné v roviné T, jak bylo vidét
v piedchozich tlohéch.

Obr. 22 Reseni ulohy 7

Diky feseni této ulohy se k feseni nabizi mnoho dalsich tloh, v nichz
je tfeba sestrojit tsec¢ku nebo pfimku danou dvéma body. Je mozno do-
porucit, nez se date do dalsich 1dloh, vyzkouset si znovu a s pozménénym
zaddnim vSechny ty pfedchozi. Uvedme si nyni nékteré dalsi tlohy v ro-
viné T5:

146

Jsou dany body A, B a bod M.
a) bodem M vedte rovnobézku s pfimkou p = AB;
b) bodem M vedte kolmici k p¥imce p = AB.
Jsou dény body A, B.
a) Sestrojte stfed S Gsecky AB (uzitim rovnobézniku ACBE v Ty,
S je jeho stied);
b) Sestrojte osu tsecky AB.
¢) Sestrojte rovnostranny trojihelnik ABE.
Jsou dény body A, B, V, sestrojte osu thlu AV B.

Na dvou riznych centralnich pfimkach jsou dany tsecky AB a PQ.
Rozhodnéte o jejich shodnosti, resp. kterd z nich je v T delsi. (N&-
vod: Obé tsecky, tj. kazdou zvlast, je tfeba shodnym zobrazenim na
T, zobrazit na usecku, jejimz jednim krajnim bodem je stied C. Pro
kazdou z nich to znamena nap¥. posloupnost dvou rovnobéznych po-
sunuti, napfed na rovnobézku s centralni pfimkou a pak zpét tak,
aby obrazem bodu A nebo B, resp. P nebo @, byl bod C'. Délky pak

jednoduse porovname uzitim vhodné centralni kruznice.)
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Na zavér uvedme jesté jednu tlohu, kde se vynofuje metrika.

Uloha 8

V roviné T5 je dana centralni kruznice k; sestrojte centralni kruznici h,
jejiz polomér je dvojnasobny.
K tloze 8: Zvolime dvojici kolmych centrélnich pfimek UCU’, VCV', pru-
seciky s kruznici k jsou body B a D. Sestrojime bod A tak, aby ¢tyftuhelnik
ABCD byl ¢tverec (v roving Thvedeme bodem D rovnobézku s UCU’ a bo-
dem B rovnobézku s VCV’. Pokud za polomér kruznice k zvolime napft. 1,
pak

|CA|=+v2 (v Ty, nikoli v Ey).

Nyni sestrojime &tverec nad stranou AC, tedy k centralni pfimce WCW’
vedeme kolmici XCX' a sestrojime na ni bod E tak, ze |CE| = |CA|.
Stejnym zpusobem jako u bodu A doplnime vrchol étverce F' a pak podle
Pythagorovy véty a obr. 24 mizeme |C'F| povaZovat za velikost 2 (tj. jeji
model v T3), méfenou od bodu C po centralni pfimce. Kruznice h tak mé
stfed v C' a prochazi bodem F.

Obr. 25 Reseni ulohy 8
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Nakonec si jesté feknéme, Ze jsme v tomto ¢lanku predstavili jakousi hru
s rovinou T5, ale ona to zase jenom tak plné hra nebyla, protoze umoznila
hlubsi pohled na zakladni planimetrické pojmy a konstrukce. Jednou z di-
lezitych otéazek, na kterou jsme zde vSak odpovéd nehledali, je, je-li tento
T-model roviny bezesporny, tj. zda se nemuze stat, ze bychom dvéma raz-
nymi ,spravoymi“ postupy dostali odlisné vysledky. Tento ¢lanek nechava
uvedeny problém otevieny.

Videoprezentace pomoci

HTMLS jako modul
LMS Moodle
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Prestoze se informacni technologie jiz zcela zabydlely v nasich kaZzdo-
dennich ¢innostech a ani ve vzdélavani nelze pocitovat v tomto sméru piilis
mnoho rusivych momentd, naleznou se zlomové technologie, které pfimo
ovliviiuji nase zivoty a maji také dopad na vzdélavani. Skoly se snazi piijit
na to, jak integrovat mobilni aplikace, tablety a cloudové sluzby do svych
technologickych strategii.

Ve vzdélavani se zaciné zcela bézné vyuzivat videa jako vyukového pro-
stredku a diky neustéale se zvysujicimu zajmu o ,,chytra“ mobilni zafizeni
se mobilni video stava vSudypfitomné. Zaznam prednasek je paterni apli-
kaci pro vzdélavaci videa. Nelze si nevsimnout, ze vsechny hlavni platformy
hledaji nejefektivnéjsi cesty prehravani videi na mobilnich zafizenich. Lze
Tici, Ze zména vyuzivani kombinace mobilnich zafizeni a vzdélavaciho vi-
dea nastava sice pozvolné, ale jiz nyni je nelze ignorovat. S timto faktem se
mohou objevit i nékteré technologické problémy, které se musi eliminovat,
aby nezpusobily problémy v otazkach pristupnosti vyukovych materiali.
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