INFORMATIKA

Opakované tseky posloupnosti
(Ulohy z MO — kategorie P, 31. ¢ést)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V nasem cyklu zajimavych tloh z Matematické olympiady — kategorie
P tentokrat zamifime do daleké historie. Navstivime 36. ro¢nik MO, ktery
se konal ve Skolnim roce 1986/87, tedy v dobé, kdy kategorie P teprve
vznikala. Na ukézku jsme pro vas vybrali jednu ze soutéznich tdloh teh-
dejsiho celostatniho kola. Jako obvykle zacneme zadanim této tlohy, které
uvadime témér v puvodni podobé, pouze s drobnymi formula¢nimi tpra-
vami. Sami vidite, ze text tlohy je o dost kratsi a jednodussi oproti tomu,
jak obvykle vypadaji zadani soutéznich tloh v soucasné dobé.

Uloha

Naleznéte a dokazte co nejlepsi algoritmus,
ktery pro libovolnou kone¢nou posloupnost
celych cisel délky N a pro zadanou dvojici
kladnych celych ¢isel K, L urcéi, zda dana
posloupnost obsahuje souvisly tsek délky K,
ktery se v ni vyskytuje alesponn L-krat. Jed-
notlivé vyskyty se mohou ¢asteéné prekryvat.

Priklad. Pro posloupnost 1,2, 1,2, 1,2, 1 a K = 3, L = 3 program odpovi
ANO, protoze se v ni tiikrat vyskytuje asek 1, 2, 1.

Ulohu mtizeme snadno vyfesit primitivnim pfimocarym zptisobem. Po-
stupné budeme brat vSechny souvislé tiseky délky K a pro kazdy z nich
zv1ast spocitame vSechny jeho vyskyty v posloupnosti. Pro kazdy takovy
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usek délky K tedy uvazujeme vSechny polohy, kde by mohl v posloupnosti
zaCinat, a pro kazdou volbu jeho polohy pak tisek prochazime a testujeme,
zda se jednotliva ¢isla zkoumaného tseku shoduji s odpovidajicimi ¢isly
v posloupnosti. Pokud se shoduji vSechna ¢isla tvotici zkoumany tsek, nasli
jsme dalsi vyskyt tohoto tiseku v posloupnosti.

Zamyslime se nad ¢asovou slozitosti uvedeného algoritmu. Pocet souvis-
Iych aseki délky K vybranych z posloupnosti délky N je pfesné N — K +1.
Pro kazdy z nich zkoumame N — K 4+ 1 moznych umisténi v ramci po-
sloupnosti. Kontrola kazdého umisténi tiseku pak predstavuje sekvenéni
prichod timto tisekem a vyzaduje tedy az K porovnani. Uvéazime-li, ze
délka tiseku K mizZe byt rovna tieba N/2, tedy O(N), mizeme ¢asovou
slozitost naseho algoritmu odhadnout jako O(N?3).

Reseni zaloZené na popsaném postupu velmi snadno naprogramujeme.
Predpokladejme, ze na standardnim vstupu programu je nejprve zadana
trojice idaju v pofadi N, K, L a za nimi néasleduje IV ¢lent posloupnosti.
Vysledkem vypocétu bude bud zprava ANO, nebo zpréava NE vypsané na
standardni vystup.
program Usekyl;
const MaxN = 10000; {maximalni délka posloupnostil}
var A: array|[l..MaxN| of integer; {zkoumana posloupnost}

N, K, L: integer;
Pocet, i, j, d: integer;
Shoda: boolean;
begin
read (N, K, L);
for i:=1 to N do read(A[i]);
for i:=1 to NNK-L+2 do {zadatek zkoumaného tuseku}

begin

Pocet:=0;

for j:=i1i to NK+1 do {za&atek moZného umisté&ni}
begin

Shoda:=true;
for d:=0 to K-1 do {porovnéavani znakid}
if A[i+d] <> A[j+d] then
begin Shoda:=false; break end;
if Shoda then inc(Pocet); {mame dalsi vyskyt}
if Pocet = L then break
end;
if Pocet = L then break
end;
if Pocet = L then writeln( ’ANO’)
else writeln(’NE’)
end.
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Mizeme se pokusit o zrychleni vypoctu tim, Ze zavedeme vhodnou
pomocnou datovou strukturu S. Do ni budeme ukladat vSechny zpraco-
vané useky délky K a s kazdym také iidaj o poc¢tu jeho dosud nalezenych
vyskyti. Postupné budeme brat jednotlivé tiseky vstupni posloupnosti a
kazdy nejprve vyhleddme ve struktuie S. Pokud ho najdeme, zvysime mu
o 1 pocet vyskyt. Pokud ho nenajdeme, vlozime ho do S spole¢né s infor-
maci o jeho prvnim nalezeném vyskytu. Pro kazdy zkoumany tsek tedy jiz
nemusime prochézet celou posloupnost, ale pouze se ho pokusime vyhledat
ve struktute S mezi dosud prozkoumanymi riznymi tseky délky K.

Casova slozitost takovéhoto feSeni zavisi na typu pouzité struktury S.
Kdybychom zpracovavali posloupnost znakii, mohli bychom na ulozeni
vSech prozkoumanych K-tic pouzit tfeba strukturu pismenkového stromu
(trie) — viz napf. [1] nebo [2]. Vyhleddvani bychom tim zna¢né urychlili,
pro kazdy z N — K +1 zkoumanych tsekt posloupnosti bychom prochéazeli
pouze cestu stromem délky K od korene k listu, takze celé feSeni by mélo
¢asovou slozitost O(N - K), resp. O(N?). V nasem p¥ipadé oviem zpracova-
vame posloupnost celych ¢isel. Pokud bychom se pro né pokusili vytvorit
néjakou stromovou strukturu analogickou trii, museli bychom v kazdém
uzlu prohledavat seznam ¢isel délky radové N a oproti pocate¢nimu pri-
mitivnimu feSeni bychom tak ¢asové neusetfili témér nic. Urcité uspory
bychom doséahli pouze v pripadé, ze by se ¢isla v posloupnosti hodné opa-
kovala.

Presto existuje jesté lepsi feseni nasi tlohy, které dosahuje i v nejhorsim
piipadé asymptotické ¢asové slozitosti O(N?). Jako zajimavost uvedme, Ze
pii soutézi celostatniho kola 36. roéniku Matematické olympiddy — kate-
gorie P na fesSeni s kvadratickou c¢asovou slozitosti nikdo ze soutézicich
studenti nepfrisel. VSechna funkéné spravna feSeni odevzdana v soutézi
méla ¢asovou slozitost O(N?3).

Vysvétlime si nejprve zakladni myslenku algoritmu. Predstavme si ¢tver-
covou tabulku 7' o rozmérech N x N, jejiz tadky i sloupce jsou postupné
oznadeny jednotlivymi éisly ze zadané posloupnosti (fadky oznaéime shora
dold, sloupce zleva doprava). Do tabulky zapiSeme ¢isla 0 a 1 nésledovné:
pokud mé policko stejné oznaceni fadku i sloupce, zapiSeme do néj ¢islo 1,
v opa¢ném piipadé do néj zapiseme ¢islo 0. Plati tedy, ze T'[i, j] = 1, pravé
kdyz A[i] = A[j], jinak T'[i, j] = 0. V takto vyplnéné tabulce budou jisté na
hlavni diagonéle samé jednicky. Obsah tabulky je symetricky podle hlavni
diagondly, déle se proto budeme zajimat pouze o trojuhelnikovou oblast
tabulky nad hlavni diagonalou.
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Nasi pozornost nyni zaméfime na souvislé fady jednicek, které maji
sikmy smeér rovnobézny s hlavni diagonalou. Kazda takova fada jednicek
délky D lezici mimo hlavni diagonalu predstavuje opakujici se vyskyt né-
jakého tseku cisel délky D v zadané posloupnosti. Jestlize tedy existuje
takovych K po sobé jdoucich fadka tabulky T, Ze jimi vSemi prochdazi
alesponi L souvislych sikmych fad jednic¢ek, program mé odpovédét ANO,
v opac¢ném pripadé odpovi NE. Tim je tloha vyfesena.

Dalsi tipravy algoritmu jsou jiz jenom technického razu a slouzi ke zjed-
noduseni a urychleni vypoctu. Tabulku T' budeme vypliiovat po fadcich a
misto jedni¢ek do ni mizeme rovnou ukladat délky nalezenych souvislych
sikmych fad jedniGek. P¥i stanoveni hodnoty T'[¢,j] budeme postupovat
nasledovné:

pokud A[i] = A[j], polozime T[i,j] =T[i — 1,5 — 1] + 1,
jinak TTi, j] = 0.

V pripadé ¢ = 1 se samoziejmé nemiizeme odkazovat na hodnoty z nee-
xistujictho nultého fadku a do tabulky zapisujeme pouze jednicky a nuly.
V pribéhu vyplnovani tabulky 7" budeme jiz zaroven kontrolovat, zda jsme
do nékterého fadku zapsali L hodnot rovnych alespon K. Pokud se to
stane, vypocet ihned ukonéime a vypiSeme odpovéd ANO. Jestlize k tomu
nikdy nedojde, program po vyplnéni celé tabulky odpovi NE.

7 popisu algoritmu pfimo plyne jeho casova slozitost. Tabulka 7" ma
velikost N2 a program v ni zaplituje horni trojihelnik, tedy O(N?) prvki.
Kazdou z téchto hodnot spocitame provedenim konstantniho poctu ope-
raci. Casové slozitost celého algoritmu je proto opravdu slibovanych O(N?)
operaci.

Jesté mizeme podstatnym zpisobem vylepsit pamétovou slozitost po-
psaného algoritmu. Pro vétsi nazornost jsme dosud stale hovorili o vypl-
novani dvojrozmérné tabulky 7', pfi implementaci algoritmu ale ve sku-
te¢nosti dvojrozmérné pole vibec nepotiebujeme. Tabulku vypliujeme
po Tadcich a hodnoty na i-tém fadku vzdy zaviseji pouze na hodnotach
z Fadku i — 1. Spocitané hodnoty aktualniho fadku tabulky 7' také hned
prubézné kontrolujeme. P¥i vypoctu se nikdy nepotfebujeme vracet ke
starsim fadktim a proto si je ani v programu nemusime ukladat. Vystacime
tudiz s jednorozmérnym polem, které bude postupné predstavovat jednot-
livé fadky tabulky T, v i-tém kroku vypoc¢tu budeme pocitat a do pole
uklddat hodnoty i-tého fadku tabulky. Jednotliva ¢isla na fadku jenom
musime pocitat a uklddat do pole vzdy odzadu (zprava doleva), abychom
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si novymi hodnotami aktualné pocitaného fadku neptepsali ty hodnoty
z predchoziho Fadku, které jesté budeme potrebovat. Uvedenou tpravou
jsme doséhli pamétové slozitosti O(N).

Na zavér si opét ukdzeme programovou realizaci popsaného algoritmu
v Pascalu. Program mé v mnohém podobnou strukturu jako pocatecni pri-
mitivni feSeni uvedené vyse. Oc¢ekava také vstupni data ve stejném tvaru,
tedy nejprve trojici idaja v poradi N, K, L a poté N ¢lent zkoumané
posloupnosti. Jednorozmérné pole T' pouzité v programu piedstavuje po-
stupné pocitané jednotlivé fadky nasi tabulky.

program Useky2;

const MaxN = 10000; {maximalni délka posloupnostil}

var A: array[l..MaxN] of integer; {zkoumana posloupnost}
T: array[l..MaxN] of integer; {¥adky tabulky T}

N, K, L: integer;
Pocet, i, j: integer;
begin

read (N, K, L);
for i:=1 to N do read(A[i]);
for i:=1 to N do {&islo ¥adku tabulky T}

begin
Pocet:=0;

for j:=N downto i do {&islo sloupce v tabulce T}

begin

if Ali] <> A[j] then T[j]:=0

else if

i =1 then T[j]:=1

else T[j]:=T[j—-1] + 1;
if T[j] >= K then inc(Pocet); {mame dalsi vyskyt}

if Pocet

end;

= L then break

if Pocet = L then break

end;

if Pocet = L then writeln(’ANO’)

end.
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