a nejsrozumitelnéjsi pro zaky povazuji pii vykladu o obloukové mire postup
pres jednotkovou kruznici, napf. takto:

V roviné AV B sestrojime jednotkovou kruZnici se stfedem v bodé V
(a tedy s polomérem r = 1). Velikosti thlu AV B v obloukové mife ro-
zumime délku oblouku této jednotkové kruznice, ktery lezi v ithlu AV B.
Jednotkovy thel obloukové miry (i jeho velikost) se nazjva radian (znacka
rad). Pfi vypoctech zpravidla oznaceni rad vynechavame.

Tato informace zaktm pro zacatek staci, probirani dalsich vlastnosti ob-
loukové miry je vhodné nechat az na dobu, kde se Zaci seznamuji s pojmem
orientovany uhel. Asi by se vSak neméla vynechat informace, zZe velikost
pravého thlu je 90°, coZ odpovida 7t/2 rad.
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Polibky kruznic: René Descartes
a Alzbéta Falcka

PAVEL LEISCHNER
Pedagogicka fakulta JU, Ceské Budéjovice

Uvazujme t¥i kruznice, k1(O1;71), k2(O2;732), a k3(Os;73), které se na-
vzéjem vné dotykaji. Jejich poloméry mohou byt libovolné. Existuji vSak
nejvys dvé kruznice ky(Oy;ry), jez se dotykaji kruznic kq, ko 1 k3 (obr. 1),
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a plati ,
()= (7)) »

Toto tvrzeni se nazyva Descartesova véta o kruznicich podle svého objevi-
tele, ktery ji roku 1643 uvedl bez ditkkazu v dopise ¢eské princezné AlZbéte
Falcké (1618-1680). Nebyla to pfimo rovnost (1), ale ekvivalentni vztah

2,2 2 2.2 2 2.2 2 2.2 2 2.2
rirary £ rirary +rirsry +ryryr; = 2(7‘1r2r3r4 +

2.2 2, .2 2., .2 2 2 2.2
+ riryr3rs +r1rarary + rirersrs +riversry + ri 7‘27“37"4). (2)

Obr. 1 Dotyky kruznic, prvni situace

Rovnost (1) je vyhodné uvadét ve tvaru

4 4 2
2 Z(MF = (Z f%‘) ) (3)
i=1 i=1

kde x; = 1/r; (i € 1,2,3,4) jsou kfwosti kruznic. Vztahy (1) a (3) jsou
symetrické. Aby platily pro vSechny situace, je nutno pfiradit zaporné
znaménko poloméru (resp. kiivosti) kruznice, kterd ma s aspoii dvéma
svymi sousedy vnitini dotyky. Pak neni nutné predpokladat, Ze vychozi t¥i
kruznice maji pouze vnéjsi dotyky. Oznaceni kruznic na obrazcich mtzeme
libovolné zameénit a za pfedpokladu, Ze jsou pevné dany kiivosti k1, k2 a
K3, pfedstavuje vztah (3) kvadratickou rovnici s nezndmou k4. Jeji kofeny
jsou mozné kiivosti kruznice k4. Kofenu k4 = 0 odpovida pfimka, spole¢néa
tena kruznic k1 (Oq;71), k2(O2;72), a k3(Os;r3).
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V 19. stoleti byla Descartesova véta nékolikrat znovu objevena a rtz-
nymi zptsoby dokézana. Popularni se stala teprve roku 1936, kdy ji britsky
chemik Frederick Soddy bez dikazu publikoval formou basné v ¢asopise
Nature [4].

Tiebaze je historie vzniku vztahu (1) zajimavd, za¢ind u Archimeda a
souvisi s nasimi dé€jinami, v ¢esky psané literatufe se prakticky nevysky-
tovala. V roce 2011 tuto mezeru ¢asteéné preklenul Miroslav Kotlas [2].
Serial Polibky kruznic z jeho prace vychéazi a dopliuje ji o dalsi poznatky.
Dnes se zaméiime na piibéh vzniku vztahu (2).

c
/ \kz(B; e)

Obr. 2 K pravdépodobnému postupu princezny Alzbéty

Alzbéta Falcka byla dcerou ,,zimniho krale* Fridricha V. Falckého a Alz-
béty Stuartovny. V Holandsku ji bylo poskytnuto skvélé vzdélani. Ovladala
Sest jazyku, zabyvala se filosofii, literaturou a pfirodnimi védami. V roce
1643 se v Haagu sezndmila s René Descartesem (1596-1650) prostied-
nictvim jejich spole¢ného pritele, slechtice Alphonse de Pollota. Nedlouho
poté Descartes opustil Haag. S princeznou udrzoval korespondenci. Poma-
hal ji v dalsim vzdélavani a mimo jiné navrhl, aby zkusila uplatnit své
matematické dovednosti na vypoc¢tu poloméru a polohy stfedu kruZnice,
ktera se dotyka tii danych kruznic.

Od Pollota se Descartes dozvédél, ze Alzbéta fesi tlohu jinak, nez si
predstavoval. Hledala pry pouze polomér kruznice, nebot stied pak jiz
snadno sestroji. Jeji feSeni se nedochovalo. Existuji vSak tfi dopisy, které
se k tomu vztahuji. V prvnim Descartes princeznu varoval pied feSenim,
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v némz by se polomér = urcoval pri oznaceni podle obr. 2 z rovnice

Sapc = Sapu + Spon + Scan

pro obsahy trojuhelnikt. Kdyz obsahy vyjadiime pomoci Heronova vzorce,
ziskdme rovnici s jedinou nezndmou x. Napsal, Ze feSeni takové rovnice je
kvuli nékolikanasobnému umocnovani tak slozité, ze on by to stézi zvladl
za tTi mésice. Navrhl ji zvolit jako dané hodnoty délky a, b, c, d, e, f
vyznacené na obr. 3 a urcit neznamé z, y a z pomoci Pythagorovy véty
z trojihelnik na obrazku. Dokonce sestavil prislusnou soustavu rovnic
(v niz se nevyskytovaly odmocniny) a poskytl névod, jak ji Fesit.

Obr. 3 K Descartesovu feSeni

Ttebaze nabizeny postup vede k jediné kvadratické rovnici s nezna-
mou z, je velmi namahavé soustavu obecné vyfiesit. Bos J. M. Henk pro-
vedl v dodatku publikace [5] analyzu zminénych dopisti. Reseni Descar-
tesovy soustavy pomoci pocitace jej privedlo k algebraické rovnici o 87
séitancich, z nichz kazdy je sou¢inem Sesti ¢initelfi.' Nelze se proto Alz-
bété divit, kdyz nakonec poslala Descartesovi dopis, ze se ji feSeni jeho
postupem nedafi dokoncit. Pozadala jej o radu, jak dovést k jednodussimu
vysledku jeji ptvodni vypocet, ktery k dopisu pfilozila. Text dopisu je
znam, ale priloha se ztratila.

1V esting s obsahem appendixu podrobnéji seznamuje Kotlas [2].
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Treti ze zminénych dopisi je Descartesova odpovéd. V ni vysoce ocenil
Alzbétinu préci. S potésenim konstatoval, Ze uzivd metodu, kterou propa-
goval ve své Geometrii. Libilo se mu, jak optimalné propojila synteticky
a analyticky pfistup. Uvédomil si, Ze jim navrhovany postup z prvniho
dopisu postrada symetrii. Naproti tomu Alzbétin vybér konstant a pro-
ménnych vedl k symetrickym vztahtm.

V zavéru dopisu uvadi, ze vzhledem k obtiznosti vypoctu bude snad-
néjsi predpokladat, ze tfi dané kruznice se navzajem dotykaji. Pak staci
jako dané hodnoty zvolit pouze jejich poloméry a nakonec princezna muze
dospét ke vztahu (2). Slovy zdiraznil symetrii vysledku: Soudet Styr séi-
tanct, z nichz kazdy je soucinem druhiych mocnin tr'i poloméri, je roven
dvojndsobku souctu Sesti sc¢itancu utvorenych jako souciny dvou polomeri
s kvadrdty zbyvagicich dvou.

Jak princezna ulohu fesila, se zfejmé jiz nedozvime. Pravdépodobné
uzila postup, pred kterym Descartes ve svém prvnim dopise varoval. Je to
elementarni, prirozena cesta, kterou jsem se i ja pted léty vydal, kdyz jsem
se poprvé seznamil se vztahem (2) z publikace [3]. Nakonec jsem dospél
k nasledujicimu dukazu.

Z Heronova vzorce pro obsah trojihelniku O2030, (obr. 1 vlevo) plyne

s
Sy = \/rarsra(ry + 73 4+ r4) = /172737 - Vo~ 1, (4)
1

kde s = ry + ro + r3 + r4. Analogicky vyjadfime obsahy Ss, S3, Sy troju-
helnikt 030104, 010204, 010503, dosadime do zfejmého vztahu

S4— 51 =52+ 53

a upravime na tvar

ﬁ‘l‘ _1—¢_1+¢—1 (5)

z néjz po umocnéni obou stran a standardnich algebraickjch tpravach
plyne

1 1 1 1
(B k-2 1) - JEICE -GG
2 1 Ta T2 T3 T4 1 T2 T3
Po dal$im umocnéni a ipravé ma rovnost tvar

2
1 1 1 1 1 1 1 1
(+++> —&-V:2<2—|—2++2>7 (6)
r 5 Ty

2
71 T2 T3 Ta 1 T3
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kde

Nyni jiz sta¢i dokazat, ze neplati ani V' > 0, ani V' < 0. Provedeme to
sporem: Pfedpoklad V' > 0 je ekvivalentni se vztahem

1 1 1 1
8(+++>_1<¢(5_1)(8_1)(8_1)(8_1),
2 T1 T2 T3 T4 T1 ) T3 T4

jehoz leva strana je kladna (mé minimalni hodnotu 7, jak plyne z tlohy 1).
Odtud umocnénim a dal$imi ekvivalentnimi ipravami zjistime, ze

1 1 1 1 1 1 1 1)\?
2 *2+*2+*2+*2 <l—+—+—4+— .
r o Try Tz Ty T Te Ty T4

To je spor, nebot z podminky V' > 0 a vztahu (6) plyne obracena nerov-
nost.

Analogicky lze ovétit, Ze nemiiZe platit ani V' < 0. Je tedy V =0 a tim
je vztah [4] dokdzén.

Dalsi dilech seridlu se dozvime, co bylo o polibcich kruznic zjisténo ve
starovéku a jak tyto poznatky vyuzil Jakob Steiner (1796-1863) k oboha-
ceni syntetické geometrie o nové poznatky a k prvnimu znamému odvozeni
Descartesovy véty. Pokud se rozhodnete fesit nasledujici tlohy, provedte
to nejprve bez aplikace vztahu (1) a pak pro kontrolu s jeho vyuzitim.
Vysledky (kromé prvni a posledni tlohy) i jiné fesené p¥iklady naleznete
v publikaci [2].
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1.

Li

(1]

2]

(3]
(4]

(5]

[6]

ohy

Dokazte, ze pro libovolna kladné ¢isla rq,r, 73 a 74 plati

(Zle ri) : 2?21(1/7“2‘) > 16.

. Kruznice k, [, m se po dvou vné dotykaji a vSechny tfi maji spolecnou

tecnu. Poloméry kruznic k, [ jsou 3 cm a 12 cm. Vypoctéte polomér
kruznice m. Najdéte vSechna Feseni. (55 MO, C-1-2)

. Kazda z kruznic k1, k2, k3 se dotyka vné zbyvajicich. Kruznice k1 ma

polomér 1, kruznice k2 ma polomér 2 a kruznice k3 ma polomér 3.
Vypocitejte polomeéry kruznic, které se dotykaji vSech tfech kruznic
k17 k‘?; k3'

. Kruznice {(T'; s) prochézi stfedem kruznice k(S; 2 cm). Kruznice m(U;t)

se vné dotykd kruznic k a [, pficemz US L ST. Poloméry s a t vyjadiené
v centimetrech jsou celd ¢isla. Uréete je. (59 MO, B-II-1)

. Jsou dany kruznice k1, ko s vnéjsim dotykem, k¥ivostmi x1, ko a spolec-

nou tecnou t, kterd neprochazi bodem dotyku obou kruznic. Dokazte,
ze kruznice, které se dotykaji kruznic ki, ko i teCny t maji kiivosti

jsou (k1 — \/k2)? a (/K1 + y/k2)?. Jak to souvisi se vztahem (3) a

znaménkovou dohodou? (Népovédu najdete v ¢lanku [6].)
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