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Matematika popisuje a zkoumé rtzné situace realného svéta. Je pfi-
rozené, ze nékdy fesime pripad, ktery se bez hlubsiho rozboru jevi jako
paradoxni. Specialné teorie pravdépodobnosti je na paradoxy velmi bo-
hata. To svédci o tom, Ze nasSe stochastické intuice nejsou vzdy utvairené
spravné. Jednim takovym paradoxem se zabyva i tento ¢lanek.

Zacneme jednoduchym prikladem.

Priklad 1

V pytliku je b bilych a ¢ cernych kouli. Jakd je pravdépodobnost, Ze na-
hodné vylosovana koule bude éerna? Jaka je pravdépodobnost, Ze nahodné
vylosovand koule ve druhém tahu bude cernd, pokud prvni vylosovanou
kouli vratime zpét do pytliku?

Snadno si rozmyslime, Ze obé otazky Tesi stejnou situaci, a tedy je
zfejmé, Ze v obou ptipadech je hledana pravdépodobnost rovna c¢/(c + b).

Nyni situaci zménime.

Priklad 2

V pytliku je b bilych a c cernych kouli. Jakd je pravdépodobnost, Ze
ndhodné vylosovand koule ve druhém tahu bude cernd, pokud prvni vylo-
sovanou kouli nevrdtime zpét do pytliku?

V tomto piipadé vidime, ze stav kouli v pytliku pfed druhym losova-
nim zavisi na vysledku prvniho tahu. Jina situace nastane, pokud v prvnim
tahu vylosujeme bilou kouli, a jiné, pokud je v prvnim tahu tazena koule
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¢erna. Obvykle se takovych pripadech zavadi pojem ,,podminéné pravdé-
podobnost“ a k feseni prikladu 2 se uzije véty o celkové pravdépodobnosti
(viz [1, str. 193]). Timto postupem dostaneme nasledujici FesSeni:

Pruni reseni. Oznac¢me

e P(C,) ... pravdépodobnost vylosovani ¢erné koule v n-tém tahu
(n €N),

e P(Bj) ... pravdépodobnost vylosovani bilé koule v 1. tahu,

o P(C3|By) ... pravdépodobnost vylosovani ¢erné koule v 2. tahu,
bude-li v prvnim tahu vylosovana bila koule,

e P(Cy|Ch) ... pravdépodobnost vylosovani ¢erné koule v 2. tahu,
bude-li v prvnim tahu byla vylosovana ¢ernda koule.

Pak dle véty o celkové pravdépodobnosti dostaneme rovnost

P(Cy) = P(C1) - P(C2|Cy) + P(By) - P(Ca|By).

Vime, ze
PC) =, P(B)=—
VT e+ VT ex
Podobné vypocitame, ze
c—1 c
P = P B))= ——.
(C2[C) c—1+0b’ (C21B1) c+b—1
Po dosazeni dostaneme
c c—1 b c c

P(Cs) =

c+b.c—1+b+c+b'c+b—l T etb

Uvedeny vysledek ukazuje, ze pravdépodobnost vylosovani ¢erné koule
ve druhém tahu nezélezi na tom, zdali kouli vylosovanou v prvnim tahu
vratime do pytliku ¢i nikoli, a je téz rovna pravdépodobnosti vylosovani
¢erné koule v prvnim tahu. Tato skutecnost se zda paradoxni.

Uziti podminéné pravdépodobnosti znamena, Ze takové tlohy bychom
mohli Tesit az se studenty vyssich ro¢nikt st¥edni skoly. Dalsi nevyhodou
takovéhoto ,formalizovaného feseni je jeho mala nazornost.

Zvolime-li jiny pFistup s uzitim tzv. stochastického stromu (podrobné
je tato technika popséna napf. v [1]), miizeme se pojmu podminéné prav-
dépodobnosti vyhnout, jak ukazuje nésledujici feSeni:
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Druhé feseni. Nahodny pokus se skladd ze dvou taht (etap). Na obr. 1 je
stochasticky strom takového pokusu, ¢isla pfifazend jednotlivym vétvim
stromu predstavuji odpovidajici pravdépodobnosti.
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CV C*b-l
® o

Obr. 1

Pri pouziti stochastického stromu vidime, Ze vylosovat ¢ernou kouli
ve druhém tahu miizeme dvéma riznymi zptisoby (strom mé dvé vétve).
Podle kombinatorického pravidla sou¢tu (viz napt. [2]) je vyslednd pravdé-
podobnost rovna souctu pravdépodobnosti jednotlivych vétvi. Podle kom-
binatorického pravidla souéinu (viz napf. [2]) je pravdépodobnost kazdé
z vétvi dana soucinem pravdépodobmnosti jednotlivych losovani. Odtud
plyne, ze

c c—1 n b c o
c+b ¢c—1+4b c+b c+b—1 c+0b

P(Cq) =

Zakladni kombinatorické principy vyuziva i nasledujici feseni.

Treti reseni. Vzhledem k tomu, ze vSechny mozné vysledky vylosovani
dvou kouli z pytliku jsou stejné pravdépodobné, je stochastickym modelem
takového pokusu klasicky pravdépodobnostni prostor. V klasickém pravdé-
podobnostnim prostoru se pravdépodobnost jevu vypocte jako podil poc¢tu
vysledkt pfiznivych danému jevu a poc¢tu vSech moznych vysledkt.

e Pocet vSsech moznych vysledki losovani:

Pied prvnim tahem je v pytliku (¢ + b) kouli, a tedy muzeme ziskat
(¢4 b) riznych vysledkt losovani. Pfed druhym tahem je v pytliku
(c+b—1) kouli, a tedy mizeme ziskat (¢ + b — 1) rznych vysledka
losovani. Podle kombinatorického pravidla soucinu je tedy celkem
(c+b) - (c+b—1) riznych vysledki tazeni dvou kouli.
e Pocet losovani, v nichz je ve druhém tahu vylosovana c¢erné koule:

V pytliku je ¢ éernych kouli, a tedy ve druhém tahu lze vylosovat
¢ernou kouli ¢ raznymi zpusoby. V prvni tahu losujeme libovolnou
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kouli ze zbyvajicich, coz 1ze udélat (c+b—1) riiznymi zptisoby. Podle
kombinatorického pravidla souéinu je celkem ¢ - (¢ + b — 1) riiznych
vysledk.

Odtud plyne, ze

_c(e+db-1) ¢
PC2) = (c+b)-(c+b—1) c+b

Tento postup je univerzalni, tj. lze ho pouzit i v situaci, kdy nés zajima,
jaka je pravdépodobnost, ze koule vylosovana v n-tém tahu bude cerna
n=12,...,c+b. Pak dostavame

cetb=1) . (c+b—(n—1) ¢
P(Cn)*(c+b)-(c+b—1)-...~(c+b—(n—1))7C+b.

Vidime tedy pfekvapujici skutecnost, ze pfi losovani kouli (po jedné) je
pravdépodobnost vylosovani ¢erné koule ve vSech tazich stejna!

Ctorté reseni. Do 1ldhve ddme b bilych a ¢ éernych kouli. Zamichame je a
obratime ldhev dnem vzhtru. Koule za¢nou vypadavat z lahve (obr. 2).
Zajima nas poradi, v jakém koule vypadnou.

o

O
o0

Obr. 2

Ze symetrie je zfejmé, ze kazda z kouli muze se stejnou pravdépodob-
nosti vypadnout na libovolném z ¢ + b mist, proto

P(CHZﬁ pron € {1,2,...,c+ b}.

Situaci lze jesté zobecnit.
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Priklad 3

V pytliku je b bilych a ¢ cernych kouli. Jakd je pravdépodobnost, Ze
ndhodné vylosovand koule ve druhém tahu bude cernd, pokud kouli vyloso-
vanou v prunim tahu vrdtime zpét do pytliku a

a) pridame k kouli téZe barvy,
b) ubereme k kouli téZe barvy, kde k < min(c, b) ?

Reseni. Oznaéme k celé ¢islo splitujici zadani piikladu a uzijeme stejny
postup jako ve 2. feseni prikladu 2. Odpovidajici stochasticky strom je na
obr. 3.

c;f;fb/@‘ @I c+l§+k

Obr. 3

Z obr. 3 plyne, ze
c c+k n b c <
c+b ct+tb+k c+b ctbt+k c+b

Uvedené t1i ptiklady poukazuji na paradoxni situaci. Pravdépodobnost
vylosovani koule

P(Cy) =

e nezavisi na zpusobu losovani, tj. zda vylosované koule vracime do
pytliku ¢i nikoli,
e je stejnd pro vSechny tahy, tj.
P(Cy) =P(Cy) =...= P(Ceyyp),

e nezavisi na p¥idani nebo ubréni kouli (podle pevné stanovenych pra-
videl).
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